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Dolgozatom témaja a kilonbdz6 fliggvények, illetve mértani alakzatok
gorbéjéhez huzott érinté egyenletének a meghatarozasa. Ezen téma keretén belll
szeretném targyalni a kupszeletekhez, illetve az elemi fuggvények grafikus képéhez
hazott érint6k egyenletét.

Az érinto:

Az érinté az az egyenes, amelynek a
gorbével egyetlen kd6zos pontja van, szol az
altalanos iskolaban meghatarozott érint6 definicidja.

p ! Nos, a meghatarozas tulajdonképpen igaz, hiszen

2 az érintének és a gorbének valdéban csak egy k6zos
pontja lehet, de nem minden esetben. Amit a
baloldali abra is mutat, ez

a meghatarozas nem YA ey
teljesen pontos. Hiszen
az abran lathaté gorbének nagyon sok érintdje lehetne,
lasd az ey, e,, e5 €s e, egyeneseket. A jobboldali képen
lathato, hogy az e egyenes, ahol fennall az e || y (vagy

e |l Oy) tengellyel, ami nyilvanvaléan nem nevezhetlink
érintének, vagy képzeljuk el a szinusz figgveény grafikus

JANN

MV

képét és probaljunk meg olyan érintét huzni egy 0
tetszbleges pontban ugy, hogy ne metsze az érint6 a 2)
fuggvény grafikus képét. Tehat nyilvanvald, hogy az érintd definicidjat pontositanunk
kell.

Legyen az f(x) flUggvény mindenitt
folytonos. RAgzitsunk a grafikus
képen egy P tetszéleges pontot és
T egy P-t8l kiilonboz tetszdleges
pontot, jelen esetben Q. Mozgassuk
a Q pontot a grafikus képen a P pont
/4 " felé. Minél inkabb kozelitjuk a Q
pontot a P ponthoz a két pont altal
meghatarozott egyenes egyre
/ X inkabb kozelit egy ugynevezett
hatarhelyzethez. Ezt nevezzik a
grafikus kép P pontban huzott

Q

érintéjének.

Felhasznalva az altalanos iskolakban tanultakat: egy egyenes egyenletét a
kovetkezd egyszer(i médon irhatjuk fel: y = mx + n , ahol az m az egyenes
iranytényezéje, az egyenes és az Ox tengely altal alkotott sz6g tangense. Jeldljuk az
egyenes az Ox tengellyel bezart szoget a-val.

2/10

xy



Tekintsul az y = f(x) egyenletli gorbét és
az e: y = mx + n egyenletd érintét. Tudjuk,
hogy az érint6 iranytényezdje m = tg a, de
a tg a kifejezhetd a rajzon lathatd
haromszogbdl. E szerint tga = ¥~

[ AW E X=Xo

f(x)—f (xo)

, mivel a flggvény derivaltja
X—Xg

7 - f (xO) = Jl—gflo x — XO

az e egyenes pedig akkor lesz érintbje az
y = f(x) egyenletli gorbének ha x — x, vagyis allithatjuk azt, hogy a fliggvény
derivaltja xy,-ban nem mas mint az érint6 iranytényezéje. Tehat felirhatjuk az:

e:y = f'(xy) - x + n mivel az x, pontban az érint6 fliggvényértéke és a gorbe
fluggvénértéeke megegyezik ezért felirhato:

fxg) =n=f"(xg)  xg+n =2n=f(x) — f'(x0) + x, €zt visszahelyettesitve az érint
egyenletébe kapjuk, hogy:y = f'(xg) - x + f(x9) — f'(x0) * xo, amit ha rendezlink:

y = f(x0) - (x — x0) + f(x0)
Es ez az 6sszefliggés az érintd altalanos derivalassal meghatarozott képlete.
Elemi fuggvények érint6jének egyenlete:
a) A masodfoku fliiggvény:
A masodfoku fuggvény a kovetkezé képpen hatarozhaté meg:f: R — R

f(x) = ax? + bx + c. Most hatarozzuk meg a P(x,, f (x,)) pontban meghatarozott
érintd egyenletét feliri. y = f'(x,) - (x — x) + f(x,) az érintd egyenlete.Az f'(x)-
et az iskolaban tanult derivalasi képletek segitségével igy hatarozhatjuk meg:

f'(x) =(ax?+bx+c¢) = (ax®)' + (bx)' + (¢) =a(x?)' + b(x)' + (¢)' =
=2ax+b+0=2ax+b innen felirhatjuk:

y = f"(x0) - (x — x0) + f(x0)

y = (2axg+b) - (x —xy) + axZ + bxy + c

y = 2axxy — 2ax3 + bx — bxy + ax3 + bxy + ¢

y = 2axx, — axé + bx + ¢

y = x(2axy + b) + ¢ — ax3
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b) Trigonometrikus fliggvények:

A szinusz fuggvény igy irhato fel:f: R — [—1; 1] f(x) = sinx.Hasonléan az
el6z6hoz az érintd derivaltal meghatarozott egyenletébdl indulunk Ki.

X=Xy _X—Xp

) _ .. sinx—sinx,  2sin=——cos—;
f'(xp) = (sinxy)’ = lim ————— = lim =
0 0
XX X — Xy X—Xg X — Xo
. X — X
. SIh— X — Xo _ X — Xo 2x,
= lim ——5—-cos = lim cos = oS = COS X,
X—=Xg 0 2 X—=Xg 2 2

y = f'(x0)(x = x0) + f(x0) = ¥ = cosxo(x = Xo) + sinx,

A koszinusz fliggvényt hasonldan vezetjik le, tudva, hogy (cos x;)’ = —sinx,
végeredmeényll kapjuk az :y = —sinx, (x — x,) + cos x, egyenletli egyenest.

Az f: R\ {(Zk +1) §| k e Z} — R és f(x) = tgx fuggvény érintéjének egyenlete
egy P(x,, f(x,)) pontban a kovetkezd képpen irhaté fel:

y = (tgxo) - (x — xp) +tgx,

sin(x — x)
. tgx —tgx . COSX-COSX
(tgxy) = lim EX7E% _ im 0
X—Xg X — xo X—Xg X — xO
sin(x — x;) 1 1

x->xg X —X;  COSX:COSX, COS?X,

1

cos?x,

vagyis y = (x — x0) +tgx, -

Az f:R\{kr| k € Z} — R, f(x) = ctg x fliggvény érintéjének egyenletét az el6z6hoz

hasonlé médon vezetjiik le, tudva, hogy ,f'(x) = (ctgx)' = — __ az érinté

sin2 x’

1

sin? x,

egyenlete igy irhato fel: y = —

(x — xg) + ctgx, .

c) Exponencialis és logaritmus fuggvény:

Az exponencialis figgvény:f: R — (0; +») , f(x) = a*,a = 2. Ahhoz, hogy
meghatarozzuk az érinté egyenletét egy tetszéleges pontban, ahhoz meg kell
hataroznunk a figgvény derivaltjanak értékét az x, pontban, amit a kdvetkezé
képpen hatarozunk meg:

(x) = f(xg) a* — a*o a¥o - (a* %0 —1)
f'(xo) = (@*)' = lim j# = lim —— = lim =
X—Xg X — xo X-xg X — xo X—Xg X — xo
a* %o —1
= limag*o—— = lima* -lna =a* -lna
X—Xg X — Xg X—Xo
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Miutan meghataroztuk a figgvény derivaltjat, azutan a kapott értéket
behejettesitjuk, ahogy az el6z6 esetekben az érintdé egyenletébe:

y=a*-lna-(x —xy) +a* ©y=a*-(Ina** +1)

A logaritmus fuggvény : f: (0; +) — R, f(x) =log, x a = 2 . Az érint6
egyenletének a felirasa itt is hasonlé médon torténik mint az el6z6 esetekben.
Vagyis, tudva azt, hogy a fuggvény derivaltjanak értéke:

1 1

=y=

f'(x0) = (logaxo)' = + (x = xo) +loga Xo

Xplna xo-lna

Egyes kupszeletek érintéjének egyenlete:
a) A Kkor:

Az el6zb eseteknél, az érint egyenletét
a fluggvények és azok derivaltja
segitségével hataroztuk meg. Ez
azonban nem mikddik a kornél, illetve a
tobbi kupszeletnél. A kor mint egy
fluggvény grafikus képe nem
ertelmezhetd, ugyanis egy tetszdleges x
pontnak tobb, szamszerint 2
fluggvényérték felelne meg.

YA

Tudjuk, hogy két My (xq,y1) M5 (x2,¥>)
pont tavolsaga:

d(My, My) = /(x, — x1)% + (¥, — y1)%. A kor egyenletét legegyszeriibben ugy érthetjiik
meg, ha arra gondolunk, hogy hogyan rajzolunk korzével kort. A kérzén el6szor
beallitjuk a kor sugarat, majd egy rogzitett pontbdl megrajzoljuk a kort. Ha a rogzitett
pontunk, ahogy az abra mutatja az M, pont és a koérzén l1évé ceruza hegye az M pont,
akkor a kort ugy kapjuk meg, hogy az M pont helyzetét ugy valtoztatom, hogy az az M,
ponttdl mindig r tavolsagra legyen. Vagyis a kér minden pontjat ugy kapom meg, hogy
az a pont és a kor k6zéppontja kozotti tavolsag mindig r legyen, ahol az r a kor sugara.
Tehat felirhatjuk: r = \/(x — x0)% + (y — y,)? vagy felirthatom ugy, hogy: r? =

(x —x0)% + (v — y0)?.

Legyen a C: (x — xg)% + (y — yo)? = r? egyenletii kor. Az M, (x4,v,) € C pont helyzetét
az M, M, vektor hatarozza meg. Az MyM; = (x; — x,)I + (v, — y,)j vektor nem mas
mint a kor érint6jének az iranyvektora. Az iskolaban tanult dolgok alapjan egy egyenes
iranyvektoranak segitségével az egyenes egyenletét igy irhatjuk fel:

—;H;‘) = yy—ﬂ;f. Bebizonyithat6 a Descares féle duplazasi képlet: ha M, (x,,y,) € C akkor
1—40 1—Jo

felirhatd az érint6 egyenlete: (x — xo) (xy — x0) + (v — yo) (1 — yo) = 2.
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Az ellipszis:

Akarcsak a kornél, az érint6
egyenletének meghatarozasa nem
torténehet derivaltak segitségével,
ugyanis az elipszist sem irhatjuk fel
fuggveény formajaban.

Legyen egy c € R és két F, illetve F’ F r]
rogzitett pontok, melyre igaz a
d(F',F) = 2c 6sszefliggés. Ha a egy a
c-nél nagyobb szam, akkor az ellipszis
egyenletét felirhatom ugy, hogy:
d(M,F") + d(M,F) = 2a, ahol az
M (x,y). Eszerint felirhatom a kdvetked
Osszefuggeést:
d(B,F) + d(B',F") = 2d(B,F) = 2a. A
mellékelt abrat és a fenti
Osszefuggésbdl felirhatom a
2 F(c,0),F'(—c,0),B(0,Va% —¢2),B'(0,vVa% — c?)
£~ pontokat. Az utdbbi 6sszefiiggésbél

kovetkezik és bizonyithatd a kdvetkez6:

2 2
egy M(x,y)eE z—2+i—2 =1, ahol a

b? = a? — c?. Ezt az egyenletet
felirhatjuk a kovetkezd formaban:

b
X2 y? y =—+a?—x?, x € R\[—a,a]

—E'+'——== 1 a
a

2 b
b y=—a\/a2—x2, X € [—a,a]

ahol az (—a, 0), (0, a) pontok csucspontok. llyen formaban mar az elipszist
felbonthatjuk 2 fiUggvényre: az E{:y = Z\/az —x2,xy € (—a,a),y, >0, ami az

E=E; U{(—a0),(0,a)}VE,

ellipszis y > 0 félsikban, illetve az E,:y = —S\/az — x?, ami az ellipszis y < 0

félsikban fekvd részét abrazolja.Legyen az M, (x,,y,) € E;. Az M,-ban huzott érinté
egyenletét tehat felirhatjuk ugy, hogy: y = (yy)’ - (x — x) + ¥, ahol az y; =

X0

a

2
, tehat az érint6 egyenlete: y = —%;C/—O(x — %) + Yo ,% € (—a,a),y, <0.
a?—x2 0

Ugyanigy kapjuk meg az M, (x,,y,) € E, Az M,-ban hlzott érintd egyenletét:

2
y = _2—2;—0@ — %o) + ¥y, illetve y, # 0,x = —a, x = a egyenletek mind az
0
% + % = 1 egyenlet sajatos esetei, ami az érinté egyenlete az M,pontban.
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b) A hiperbola:

Akarcsak a kornél és az elipszisnél az érintd
egyenletének meghatarozasa nem torténehet
derivaltak segitségével, ugyanis az elipszist
sem irhatjuk fel figgvény formajaban.

Legyen a c € R* és az F, F' rogzitett pontok,
melyre a d(F,F') = 2c teljesul. Ha az a € (0, c)
a hiperbola minden pontjat igy hatarozhatjuk
meg: |d(M,F") — d(M, F)| = 2a .Az elipszishez
hasonldan felirhatjuk a pontok koordinatait és
ezaltal a kovetkez6 0sszeflggeést kapjuk: az

M (x,y) pont akkor tartozik a hiperbolahoz, ha

2 2
teljesiil a % - z—z = 1, ahol az elipszishez hasonléan b? = a? — c2. Az érint6

egyenletének meghatarozasanak a modszere nagyon hasonlo az elipszisnél
alkalmazott mddszerre. Itt is felbonthatjuk a fenti 6sszefliggést 2 fuggvényre:

b
X2 y? y = E\/az — x?, X € (—a,a)

—=ls

az b2 b
a b y = —a\/az —_X'Z, X € (—OO,—a] U [a,OO)

Az elipszisnél hasznalt mddszer itt is ugyan ugy alkamazhaté és végerdényként
megkapjuk a : =2 — X0 = 15sszefliggést, ami a hiperbola érintéjének az egyenlete.

a? b2
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Megoldott feladatok:

Ez el6z6ekben bemutattam az érinté egyenletének kulonféle meghatarozasi
modszerének elméleti részét. Most pedig egy par feladat keretén belll szeretném
bemutatni az eddig elmondott elmélet gyakarloti alkalmazasat.

1. Hatarozd megaz f: R - R, f(x) = x? — 7x + 3 fiiggvény grafikus képéhez hiizott
érintd egyenletét, ahol a grafikus képhez hiizott érintd parhuzamos az y = 5x + 3
egyenletli egyenessel!

Két féle képpen lehet megoldani ezt a feladatot. Az els6 modszer az a
kovetkezbkon alapul:

Tudjuk, hogy az e || y = 5x + 3 ebbdl kovetkezik, hogy az iranytényez6juk
megeggyezik, vagyis az y = 5x + 3-hoz rendelt fUggvény derivaltja
megeggyezik az érintdjével. Tehat f(x) = (5x + 3)' = 5. Az

f'(x) = (x> —7x + 3) = 2x — 7 igy felirhatjuk: 2x - 7=5ox =6 >
= M(6,f(6)) = M(6,-3)

y=f'(x=x0) + f(xo) =y = 5(x — 6) + f(=3) igy megkapjuk a y = 5x — 33
egyenletl egyenes egyenletét.

A masodik médszer az azon alapaszik, hogy felirjuk az e: y = mx + n, de mivel
az érint6 parhuzamos az y = 5x + 3 egyenessel, felirhatjuk az e:y = 5x +n
egyenletet. Itt az el6z6 megoldasi mdédszertdl eltéréen, nem prébaljuk
meghatarozni azt a pontot ahol metszi egymast az f(x) fuggvény és az érint6,
hanem felirjuk a kdvetkez6 Osszefuggést:

=5x+n
{yy =x2—-7x+3=5x+n=>x*—-14x+3—-n=0.Ennek a

=x2-7x+3
masodfoku egyenletnek csak egy megoldasa lehet. Ezt az teszi lehetbvé, hogy
a masodfoku deltaja 0.

A=(-14)2—-43-n)=0
144 —12+3n=0

n = —33 a kapott eredmény visszahelyettesitjiik az érintd egyenletébe. igy
kapjuk a: e: y = 5x — 33. Szemmel lathato, hogy a két végeredmény ugyan az.
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2. Adottegy x2 + y? = 5 egyenletii kor. Hatarozzuk meg az A(—1,2) pontban hizott
érint6 egyenletét!

Felirhajuk az: e:y = mx + n érint6 egyenletét. Mivel az A pont rajta van az
érintén ezért felirhatjuk 2 = —m + n = m = n — 2 ezt visszahelyettesitjuk az
eredeti 6sszefliggeésbe: y = (2 — n)x + n. Az igy kapott egyenletet
behellyettesitjuk a kor egyenletébe:

x>+ [n=2)x+n]?=5

x4+ (n—-2)x?+2(n—-2)xn+n*>=5

M2 =—4n+5x?+2n°—4n)x+n?>-5=0

A=(2n*—4n)? —4(n®> —4n+5)(n*-5) =
= 4n* — 16n3 + 16n? — 4(n* — 5n% — 4n3 + 20n + 5n% — 25) =
= 16n? — 16n3 + 4n* — 4n* + 20n? + 16n3 — 80n — 20n2 + 100 =
= 16n% — 80n + 100

Ez a delta egyenld kell legyen nullaval, ahhoz, hogy csak egy megoldasa
legyen, vagyis az érinté csak egy pontban metsze a kért. igy a:

5
A=O=>16n2—80n+100=0=>4n2—10n+25=0=>(2n—5)2=0=>n=§

Az igy kapott n segitségével kiszamoljukazz.m =2 —n = g —-2= % Tehat

felirhatjuk: y = Zx —2 = —x + 2y = 5.

Mas megoldasa az, hogy a kor egyenletét: x2 + y? = 5 felirhatjuk a Descates
féle duplazasi képlettel, hogy az érinté egyenlete: xx, + yy, = 5. Mivel az A
pont az érintd egy pontja, ezért az érint6 egyenlete: —x + 2y = 5.

Egy harmadik mddszer az, hogy kifejezem az x? + y%? = 5-bél az y = V5 — x2.
Ezt tekinthetem az f(x) = V5 — x? figgvénynek. Felhasznaljuk az érintd
altalanos derivaltal felirt képletét: y = f'(x) (x — x0) + f(x0)

1 —2x —-X

! — _ 2,=—. _ 2/= —
fx) (5 x) 2V5 —x2 S 2V5—x2 V5 —x2

1
y=f’(x0)(x—x0)+f(x0)=>y=§(x+1)+2z—x+2y=5
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