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I.Bevezetés

1. Carl Friedrich Gauss élete
[image: ]		
Carl Friedrich Gauss (1777. április 30. – 1855. február 23. ) német matematikus és természettudós. 
Kiváló tehetségű tudós volt, aki a tudományok számos területének fejlődéséhez járult hozzá, így a számelmélethez, az analízishez, a differenciálgeometriához., a geodéziához, a mágnesességhez, az asztronómiához és az optikához. A gyakran „matematika fejedelmének is nevezett Gaussnak olyan komoly hatása volt a matematika és a tudomány több területén, hogy Euler, Newton és Archimédesz mellett minden idők egyik legnagyobb matematikusaként tartják számon.
Gauss csodagyerek volt, akinek kisgyermekkori, meghökkentő koraérettségéről anekdoták keringenek, s még csak tinédzser volt, mikor első áttörő matematikai felfedezéseit elérte. 24 évesen fejezte be fő művét, a Disquisitiones Arithmeticae-t, amely döntő szerepet játszott a számelmélet tudományágként való megszilárdulásában, és ezt a területet a mai napig formálja.

2. Dolgozatom kialakulása

Az iskolában többféle módszer tanultunk egyenletrendszerek megoldására. Ilyenek például a: Cramer-szabály, Rouché tétele, Kronecker-Capelli tétele. Ezek a módszerek mind nagyon hasznosak és sokat segítenek nekünk az egyenletrendszerek megoldásában. 
Dolgozatomban szeretném bemutatni a Gauss-Jordan féle módszert. Elsőként egy egyenletrendszert oldottam meg a kiküszöbölési módszerrel, majd pedig táblázatok segítségével határoztam meg három egyenletrendszert megoldásait. Az első kompatibilis, határozott volt, majd következett a kompatibilis, határozatlan és végül az inkompatibilis egyenletrendszer. Dolgozatom második felében gyakorlati alkalmazásokat kerestem és használtam, hogy a hétköznapi ember számára is könnyen érthető legyen ez a módszer.
 	A módszer alkalmazása könnyű, megfigyelhető, hogy csak a négy alapműveletet kell alkalmazni. Mégis, miközben oldottam a feladatokat sokszor hibáztam, mert ezeknél a megoldásoknál nagyon fontos a pontosság. Informatikai program segítségével már nem kell tartanunk a pontatlanságtól.







II. Gauss-Jordan féle módszer

1. Gauss-Jordan féle kiküszöbölési módszer

Tétel: Gauss-Jordan tétele
Egy lineáris m egyenletből álló és n ismeretlenes egyenletrendszer akkor és csakis akkor oldható meg, ha a hozzárendelt (egyik) trapéz alakú lineáris egyenletrendszer azon egyenleteiben, amelynek bal oldalán nullák vannak, a jobb oldalán lévő állandók is mind nullával egyenlők.
Vegyünk a következő, m egyenletből álló, n ismeretlenes egyenletrendszert:

a11x1+ a12x2+…+ a1nxn=b1
a21x1+ a22x2+…+ a2nxn=b2
…………………………………………………….
	am1x1+ am2x2+…+ amnxn=bm	
2.1 ábra

Feltehetjük, hogy az ai,j  együtthatók között van nullától különböző, ha nincs akkor az egyenletrendszer vizsgálata triviális. Ha kifejezzük az a11 –et, megkapjuk, hogy ez az együttható nem zéró és így beoszthatjuk az első egyenletet  -el. Ezek után vonjuk ki az első egyenlet a21-szeresét a másodikból, az a31-szeresét a hármadikból és így tovább  míg végül az utolsó egyenletből az am1-szeresét. Mivel ezek az átalakítások ekvivalensek ezért a kapott egyenlet is ekvivalens az 2.1 ábrában szereplő egyenletrendszerrel.


x1+b12x2+…+b1nxn=c1
     b21x2+…+b2nxn=c2
…………………………………………..
       bm2x2+…+bmnxn=cm
	2.2 ábra
	
Ha az  egyenletrendszer megoldható, és a megoldás halmaz:  {α2, α3, αn}, akkor a α1=c1-(b12 α2+…+b1m αn). Így az eredetileg adott egyenletrendszer megoldhatóságát és megoldását visszavezethettük egy m-1 egyenletből és n-1 ismeretlenből álló egyenletrendszer megoldhatóságára és ennek megoldására. Az is megfigyelhető, hogy a megoldás folyamán csak a négy alapműveletet kell használni (ez nagyban megkönnyíti a munkánkat). Ez a redukciós eljárás akkor ér véget, ha vagy nincs több egyenlet vagy az egyenletrendszer további egyenleteinek bal oldala nulla. Az eljárás elvégzése után a kapott egyenletrendszer az eredetileg megadott egyenletrendszerhez rendelt (egyik) trapéz  alakú  lineáris egyenletrendszer nevezzük ( 2.3 ábra ). Az r m és n között lévő szám. Az egyenletrendszer csakis akkor oldható meg, ha cr+1= cr+2=…+cn=0
                                                    
                                                    x1 +d12x2+d13x3+…+ d1nxn=c1*
          x2 +d23x3+…+ d2nxn=c2*
………………………………………………………….
             xr+ dr,r+1xr+1+…+ drnxn=cr*
                                         0= cr+1*
                                         0= cr+2*
                                                      .……………
                                       0= cn*
			          2.3 ábra

Példa:
Oldjuk meg  a Gauss módszer segítségével a következő egyenletrendszert.
	2x1+x2+x3=2
  x1 + 3x2+x3=5
   x1 + x2+5x3=-7
      2x1+ 3x2-3x3=14

Az  egyenletrendszer trapéz alakú rendszerré alakítjuk át a következő módon:
1. lépés: a második egyenlet kétszereséből kivonom az első egyenletet.
	2x1+ 6x2+2x3=10-
                                                                   -2x1-x2-x3=-2

        5x2+x3=8

2.lépés: a harmadik egyenlet kétszereséből is kivonom az elsőt.
	2x1+ 2x2+10x3=-14-
     -2x1-x2-x3=-2
           x2 +9x3=-16

3.lépés : az utolsó egyenletből kivonom az elsőt.
	2x1+ 3x2-3x3=14-
   -2x1-x2-x3=-2

       2x2-4x3=12

Most az  egyenletrendszer :
	2x1+x2+x3=2
     5x2+x3=8
       x2 +9x3=-16
      2x2-4x3=12
A harmadik egyenlet 5-szöröséből kivonjuk a másodikat:
    5x2+45x3=-80-
     -5x2-x3=-8
                 44x3=-88
	    x3=-2
Az egyenletrendszer:	
	2x1+x2+x3=2	
     5x2+x3=8
	        2x2+8=12             
	             x3 =-2
Behelyettesítve a harmadik egyenletredszerbe megkapjuk az x2:	
	
	2x1+x2+x3=2	
     5x2+x3=8
	            x2=2             
	            x3 =-2


A második egyenletrendszert áthelyezem az  utolsó helyre, behelyettesítek és megkaptam a trapéz alakú egyenletrendszert:
	2x1+x2+x3=2	
             x2 =2
	              x3 =-2
	               0=0

              

Az egyenletrendszer megoldva: 	

	x1=1
x2=2
x3=-2


	
2. Gauss-Jordan féle táblázatos módszer
A. Általánosan
1.lépés : Felírom a táblázatot: a táblázatba beírom az ismeretlenek együtthatóját és a szabadtagokat – előjellel.
2.lépés : Kialakítom a szimplex-táblázatot: 
· kiválasztjuk a generálóelemet ( az oszlopát nem írom le többet )
· a generálóelem sorában a többi elem megváltoztatja az  előjelet
· a többi elemet a másodrendű determináns kiszámítási szabálya szerint számoljuk ki, úgy hogy a generálóelem mindig a főátlón található. A szabály másképp téglalap módszer:
		a
	b

	c
	d



		b
	a

	c
	d




	t =ad-bc

	t=ac-bd









· az új táblázat összes elemet elosztjuk a generálóelemmel
3.lépés: addig folytatjuk ezt a műveletet  míg csak  a megoldásoszlop marad
Tippek:
· célszerű generálóelemnek 1-et vagy -1-et választani
·  ha lehet  akkor a generálóelem a főátlón helyezkedjen el
· a generalóelem nem lehet 0


B. Gyakorlatok, feladatok
a.) Kompatibilis, határozott egyenletrendszer: 

                        3x2-4x3=2
3x1+x2+7x3=12
   x1-x2+4x3=3

		
	x1
	x2
	x3
	1

	0=
	0
	3
	-4
	-2

	0=
	3
	1
	7
	-12

	0=
	1
	-1
	4
	-3



	
→
		
	x2
	x3
	1

	0=
	3
	-4
	-2

	0=
	4
	-5
	-3

	x1=
	1
	-4
	3



	
→
		
	x3
	1

	x2=
	4
	2

	0=
	1
	-1

	x1=
	-8
	11



	
→

		
	x3
	1

	x2=
	
	

	0=
	
	

	x1=
	
	



	

→
		
	1

	x2
	

	x3
	

	x1
	



	

3 →

	
	
	1

	x1
	1

	x2
	2

	x3
	1




	


A megoldás: M={ x1=1; x2=2; x3=1}

b.) Kompatibilis, határozatlan egyenletrendszer:

				       3x1+2x2-2x3=9
            x1-x2+x3=7
   5x1 -10x2+10x3=47
		
	x1                            
	x2
	x3
	1

	0=
	3
	2
	-2
	-9

	0=
	1
	-1
	1
	-7

	 0=
	5
	-10
	10
	-47



	
→
		
	x2
	x3
	1

	0=
	5
	-5
	12

	x1=
	1
	-1
	7

	0=
	-5
	5
	-12



	
→
		
	x3
	1

	    x2=     
	5
	-12

	   x1=
	0
	23

	0=
	0
	0



	
→

		
	x3
	1

	    x2=     
	1
	

	   x1=
	0
	

	0=
	0
	0



	


	
	
	


	


A megoldás: M={ (, , αeR)}



c.)  Inkompatibilis egyenletrendszer:
	x1-3x2+x3=1
	  x1-3x2-2x3=-1
		
	x1                            
	x2
	x3
	1

	0=
	1
	-3
	1
	-1

	0=
	1
	-3
	-2
	1

	 0=
	1
	-3
	5
	-6



	
→
		
	x2
	x3
	1

	x1=
	3
	-1
	1

	0=
	0
	-3
	2

	0=
	0
	4
	-5



	
→
		
	x2
	1

	    x1=     
	12
	-1

	     0=
	0
	-7

	   x3=
	0
	5



	
→

		
	x2
	1

	    x1=     
	3
	

	     0=
	0
	

	   x3=
	0
	



	


	
	
	


	


	 x1 -3x2+5x3=6
A megoldás:   x1=3x2
                       x3=
            0=(H)

3. Alkalmazások 
		
	x1                            
	x2
	x3

	y1
	0
	3
	-4

	y2
	3
	1
	7

	y3
	1
	-1
	4



	
→
		
	y3
	x2
	x3

	y1
	0
	3
	-4

	y2
	3
	4
	-5

	x1
	1
	1
	-4



	
→
		
	y3                            
	y2
	x3

	y1
	-9
	3
	-1

	x2
	-3
	1
	5

	x1
	1
	1
	-11



	
→

		
	y3                            
	y2
	x3

	y1
	
	
	

	x2
	
	
	

	x1
	
	
	



	

→
		
	y3                            
	y2
	y1

	x3
	
	
	1

	x2
	3
	-1
	

	x1
	
	2
	



	



(4)  
	


	


Az alkalmazásokban bemutatok néhány mindennapos feladatot, amely ezzel a módszerrel megoldható.
a.) Inverz mátrix meghatározása:
















Az inverz mátrix: 

A-1=
a.) Keverékek
Egy kereskedő ötféle teakeveréket kínál. Az egyes keverékek 50g-jának összetételét az alábbi táblázat adja meg:
		
	x1
	x2
	1

	0=
	10
	15
	-12

	0=
	20
	10
	-16

	0=
	20
	25
	-22



	
→
		
	x2
	1

	x1=
	-15
	12

	0=
	-200
	80

	0=
	-50
	20



	
→
		
	x2
	1

	x1=
	-1,5
	1,2

	0=
	-20
	8

	0=
	-5
	2



	
→

	
	
	1

	x1=
	-3

	0=
	0

	x2=
	-2



	

	
	
	1

	x1=
	

	0=
	0

	x2=
	


→

	




	


	



	
	S1
	S2
	S3

	M1
	10
	20
	20

	M2
	15
	10
	25

	M3
	12
	16
	22

	M4
	5
	30
	15

	M5
	20
	12
	18










Az M3,M4 és M5 keverékek közül melyiket lehet kikeverni az M1 és M2 segítségével?
M3=x1* M1+x2* M2→=x1+ x2
M4=x1* M1+x2* M2→=x1+ x2

		
	x1
	x2
	1

	0=
	10
	15
	5

	0=
	20
	10
	30

	0=
	20
	25
	15



	
→
		
	x2
	1

	x1=
	-15
	-5

	0=
	-200
	200

	0=
	-50
	-50



	
→
		
	x2
	1

	x1=
	-1,5
	-0,5

	0=
	-20
	20

	0=
	-5
	5



	
→

	
	
	1

	x1=
	10

	0=
	0

	x2=
	-5









	

	
	
	1

	x1=
	-2

	0=
	0

	x2=
	1


→

	




	


	


Magyarázat: Az  M3 keveréket ki lehet alakítani, mert a megkapott eredmény pozitív szám volt. Az eredmények mértékre utalnak ezért, csak pozitív szám. Az M4 és M5esetben nem lehet kikeverni .

b.) Kémia

A fotoszintézis során a növények felhasználják a napenergiát, hogy átalakítsák a széndioxidot ( CO2 ) és a vizet ( H2O ), szőlőcukorrá ( C6H12O6 ) és oxigénné (O2).
A reakció egyenlete: x1 CO2+x2 H2O→ x3 O2+ x4 C6H12O6
Azért hogy megkapjuk az egyensúlyt, úgy kell kiválasszuk az  x1, x2, x3, és x4, hogy a szénatomok száma, a hidrogén száma és az oxigének száma  ugyan az legyen mind két oldalon.  Mivel a  CO2 tartalmaz 1 szénatomot  és  a szőlőcukor 6 szénatomot, ezért x1=6 x4.Ehhez hasonlóan felírjuk az oxigénre és a hidrogénre is.
x1-6x4=0
2x1+ x2- 2x3-6 x4=0
2x2-12x4=0

		
	x1
	x2
	x3
	x4

	0=
	1
	0
	0
	-6

	0=
	2
	1
	-2
	-6

	0=
	0
	2
	0
	-12



	
→
		
	x2
	x3
	x4

	x1=
	0
	0
	6

	0=
	1
	-2
	6

	0=
	2
	0
	-12



	
→
		
	x3
	x4

	x1=
	0
	6

	x2=
	2
	-6

	0=
	4
	-24



	
→


	
	
	x4

	x1=
	24

	x2=
	24

	x3=
	24



	

	

	




	


	


A megoldás:           

x1=6α
x2=6α
x3=6α
x4=α
Ha α=1 akkor az egyenlet:
6CO2+6H2O→6O2+C6H12O6


III.Összefoglalás

Dolgozatomban bemutattam a Gauss-Jordan féle módszert. A dolgozat készítése során többféle feladattal találkoztam. Lehet feladatokat megoldani ezzel a módszerrel a kémia, fizika és biológia területéről is és természetesen a matematika terén is, az egyenletrendszeres feladatok megoldása során. 
Tartalomjegyzék
I.Bevezetés
Carl Friedrich Gauss élete	1
Dolgozatom kialakulása	1

II. Gauss-Jordan féle módszer 
Gauss-Jordan féle kiküszöbölési módszer	2
Gauss-Jordan féle táblázatos módszer
Általánosan	4
Gyakorlatok, feladatok
Kompatibilis, határozott egyenletrendszer	5
Kompatibilis, határozatlan egyenletrendszer	5
Inkompatibilis egyenletrendszer	6
Alkalmazások
Inverz mátrix meghatározása	6
Keverékek	7
Kémia	8
III.Összefoglalás	8
IV.Könyvészet	10























IV.Könyvészet:
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