Ady Endre Elméleti Líceum, Nagyvárad

A természetes számok  és a polinomok oszthatósága 

                                            Szerzők: Bogosi Réka

Kovacsik Brigitta

Felkészítő tanár:Báthori Éva 
A természetes számok  és a polinomok         oszthatósága
A maradékos osztás tétele a természetes számok halmazában:

   Ha ’a’ és ’b’ természetes számok, akkor mindig egyértelműen meghatározható két olyan q és r természetes szám, amelyekre a= bq + r és 0
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   Az a természetes szám osztható 1-gyel és önmagával. Ezek a nem valódi osztók.

   A p>1 természetes számot prímszámnak vagy törzsszámnak nevezzük, ha a p-nek csak két osztója van, az 1 és önmaga.

   Bármely 0-tól és 1-től különböző természetes szám, amely nem prímszám, összetett szám.

1. tétel: Bármely a
[image: image2.wmf]N

Î

 szám esetén a|a 
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 reflexivitás

2. tétel: Ha a|b és b|a, akkor a=b
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 antiszimetria
3. tétel: Ha a|b és b|c, akkor a|c 
[image: image5.wmf]®

 tranzitivitás
4. tétel: Ha a|b és a|c, akkor a|
[image: image6.wmf](

)

c

b

±


  Bizonyítás: 

       a|b 
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]N
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Oszthatósági szabályok:
1. Minden páros egész szám osztható 2-vel.

Pl: 78, 94, 1028…

      2.  Minden 0-ra végződő egész szám osztható 10-el.



Pl: 1070, 2340, 53270…

      3. Minden olyan egész szám, melynek utolsó két számjegye nulla, osztható 100-al



Pl: 5300, 46700, 3200…

      4. Egy egész szám osztható 3-mal, akkor ha számjegyeinek összege is osztható 3-mal.

Bizonyítás:
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       =   99a +  9b +a+b+c
     


       = 3
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 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf]           
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5. Egy egész szám akkor osztható 25-el, ha utolsó két számjegye 00,25,50 vagy 75.

Pl: 1200, 5475, 2025…

6. Minden olyan páros szám amelyik osztható 3-mal, egyben osztható 6-tal is.

Pl: 36, 42, 54, 234

Többet ésszel mint próbálgatással
  Ha olyan feladatokra bukkanhatunk, amely csak hosszadalmas próbálgatással vagy fáradságos számítgatással oldható meg ( legalábbis első látásra) akkor érdemes gyanakodni: ennek a feladatnak talán egyszerűbb megoldása is van. 

1.Feladat:   
Egyszerűsítsd a 
[image: image26.wmf]29357
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 törtet!

  Próbálkozhatnánk a 2,3,5,7,11 számokkal, de hiába! Az egyszerűsítés nem sikerülne. Próbálgatás helyett gondolkodjunk: Tegyük fel, hogy van olyan szám, amellyel  a számláló is, a nevező is osztható. Ha van, akkor ezzel az osztóval a két szám különbsége is osztható: 


29357-27463 = 1894= 2
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   Az biztos, hogy a tört 2-vel nem egyszerűsíthető, de 947-tel (ami prím szám) igen:
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2.Feladat:
    Mint már tudjuk a pozitív egészek maradékos osztásnál szereplő mennyiségek között fennáll a következő összefüggés: osztandó 
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   Egy segélyszállítmány több láda narancsot tartalmazott, melyet a gyerekek számára kívántak szétosztani. Kiderült azonban, hogy 10-esével csomagolva az utolsó zacskóba csak 9 jut.Amikor megpróbálták 9-esével szétosztani, az utolsó zacskó csak 8, majd amikor 8-asával, akkor meg az utolsó zacskó csak 7 narancsot tartalmazott. Az egyik csomagoló mostmár kiváncsi lett és kiszámította, hogy ha 7-esével, 6-osával, 5-ösével, 4-esével, 3-asával, 2-esével osztották volna szét, akkor sem sikerült volna maradék nélkül, mert az utolsó zacskóva rendre 6,5,4,3,2,1 jutott volna. Hány narancs érkezett a szállítmánnyal?
  A megoldást nem kell algebra igénybevételével bonyolultá tenni. Gondolkodjunk: ha valamelyik csomagoló venne 1 szem narancsot a boltban, s a szállítmányhoz tenné, már maradék nélkül osztható lenne a keresett szám:10,9,8,7,6,5,4,3,2 számok mindegyikével. Mivel ezeknek a legkisebb közös többszörösre 2520, a keresett szám ennél 1-gyel kisebb, 2519. (persze lehet, hogy 5039,7559,10079 stb.) A megoldás kulcsa tehát az volt, hogy az 1 hozzáadásával sikerült a valamennyi osztásnál fellépő maradékot eltüntetni.
Polinomok oszthatósága:

Polinomok esetében is alkalmazhatjuk a maradékos osztás tételét.

Bármely  f, g 
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 esetén létezik egy és csakis egy q
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 úgy, hogy: 

   f=  g
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 és gr r < gr g
 Elnevezések: f az osztandó, g az osztó, q az f-nek a g-vel való osztási hányadosa, r pedig az osztási maradék.

  Az osztás a hányados és a maradék meghatározását jelenti. Megfigyelhető tehát a polinomok és az egész számok maradékos osztása közötti hasonlóság.

Osztás 
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Ez az osztás sajátos esete: az osztó X-a, a
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Tétel: Az f 
[image: image37.wmf]Î

C 
[image: image38.wmf][

]

X

 polinomok az 
[image: image39.wmf](

)

a

X

-

-val való osztási maradéka: r=f
[image: image40.wmf](

)

a


Bizonyítás: A maradékos osztás tétele értelmében: 

                    f=
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C. Vesszük az f helyetesítési értékét a-ra: 
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    Példa: 
       Az  f= 
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Horner séma: 

Az ( X-a )-val való osztási hányadost és maradékot az általános algoritmus helyett egyszerűbb módon is megkaphatjuk. Az alábbi módszer W. G. Horner (1786-1837), angol matematikus nevét viseli, bár korábban, a kínai Sung-dinasztia (960-1279) matematikusai is ismerték, majd a XV. századbeli ál-Kási perzsa matematikus írásaiban is fennmaradt. 
     A levezetést harmadfokú polinom esetén végezzük el. 

Legyen 
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  Az f polinom g polinommal való osztási hányadosa q, amelynek fokszáma az f fokszámánál 1-gyel kisebb: 
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  A maradékos osztás tétele alapján
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  A műveleteket elvégzése nyomán kapjuk, hogy
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  Azonosítsuk az  f  polinom most kapott együtthatóit az eredeti együtthatókkal:
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Így kapunk egy szabályt melynek segítségével megkapjuk az (X-a)- val való osztás hányadosának együtthatóit és a maradékot:
· Rendezzük az  f  polinom X hatványait csökkenő sorrendbe, majd a következő sorba írjuk a neki megfelelő együtthatót

· A hányados első együtthatója megegyezik az f első együtthatójával

· Azt szorozzuk a-val és az eredményt hozzáadjuk az f következő együtthatójához, ezzel megkapjuk a hányados második együtthatóját
· Ezt is szorozzuk a-val és az eredményt az f következő együtthatójához adjuk, és így tovább, amíg az f utolsó együtthatójához érünk

· Az utolsó eredmény a maradék
  Látható, hogy ez a folyamat is egy algoritmus. A számításokat táblázatba helyezzük, így:
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  Ha a
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 az osztandó polinom együtthatói, a azt mutatja, hogy X – a-val osztunk (ez osztahtó), 
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   A fenti szabályt, illetve táblázatot Horner-elrendezésnek vagy  Horner-sémának nevezzük.

Oszthatóság: 

 Értelmezés:  Legyen az f és g két komplex együtthatójú polinom. Azt mondjuk, hogy f osztható g-vel (vagy g osztója f-nek) ha létezik olyan q 
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    Jelölés: f
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M

(f osztható g-vel) vagy g |f ( g osztója f-nek)

 Az értelmezést összevetve a maradékos osztás tételével, következik, hogy f akkor és csak akkor osztható g-vel 
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, ha az f-nek a g-vel való osztási maradéka a zéruspolinom. 

  Ha 
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, akkor nemcsak g|f, hanem q|f. Ismét észrevehető a hasonlóság a polinomok oszthatósága és az egész számok oszthatósága között. Ez a tulajdonságokra is érvényes: 

1. Ha f |g  és g
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2. Ha f |g  és f |h, akkor f |
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3. A polinomok oszthatósági reakciója : a) reflexiv: f|f 
         b) tranzitív: h|g, g|f 
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  4. f|g és g|f 
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     Ez a tulajdonság eltér az egész számok tulajdonságától, hiszen itt nincs szó antiszimetriáról, vagyis az állításuk (f|g  és g|f ) úgy teljesül ha 
[image: image87.wmf]g

f

¹

.
Ebben az esetben az f és g polinomokat asszociált polinomoknak nevezzük: f asszociáltja g, g asszociáltja f.
5. a|f, 
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6. 
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Az 5. tulajdonság alapján, bármely polinom osztható bármely nullafokú polinommal. A 6. tulajdonság alapján, bármely polinom osztható bármely asszociáltjával. A nullafokú polinomot és f asszociáltját, az f polinom nem valódi osztóinak nevezzük. Az f többi osztóit valódi osztóknak nevezzük.
 Irreducibilis polinomok

  Ez a fogalom is az oszthatósággal kapcsolatos és hasonlít az természetes számoknál a prímszámok fogalmához.

Értelmeszés:  

 
Legyen f 
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,  gr  f > 0. Azt mondjuk, hogy f irreducibilis C felett, ha f-nek nincsenek valódi osztói, vagyis f cask nullafokú polinomokkal és az asszociáltjaival  osztható. 

  Ez az értelmezés a következővel ekvivalens: f akkor és csak akkor irreducubilis C felett, ha nem létezik olyan g
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, amelyekre gr g > 0, gr h > 0 és f=
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, vagyis f nem bontható legalább elsőfokú tényezők szorzatára.
  Ugyanezt mondhatjuk el a prímszámok esetén is az egész számok halmazán, hiszen a prímszámok azok a számok amelyeknek nincsenek valódi osztói és amiket nem tudunk tovább bontani, felírva más számok szorzataként. A többi összetett egész számot viszont mindig felírhatjuk prímszámok szorzataként. Hasonlóképpen a polinomoknál, ugyanis ha egy polinom nem irreducibilis C felett, akkor azt mondjuk, hogy reducibilis C felett.
Az algebra alaptétele:  

 Bármely C feletti, zéruspolinómtól különböző polinom felbontható véges számú irreducibilis polinomok szorzatára, és ez a felbontás a tényezők sorrendjétől és asszociáltságától eltekintve egyértelmű.

Feladat:
Határozzuk meg az a,b és c valós számot úgy, hogy az 
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I. megoldás: 
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II. megoldás
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A dolgozatban szereplő elméleti rész szemléltetésére összegyűjtöttünk néhány olyan feladatot amelyben úgy a  polinomok, mint az egész számok oszthatóságát felhasznaljuk a megoldásban.
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