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El6szo

Jelen kiadvany a 2012. évi Erdélyi Magyar Matematikaver-
seny alkalmaval jelenik meg, melynek hazigazdaja a gyergyoszent-
miklési Salamon Ernd Gimnézium. Ez a verseny része Magyar-
orszag és az Ot koriilvevs térségek (Délvidék, Erdeély, Felvidék,
Karpatalja) kozépiskolasainak szervezett magyar matematikai
vetélked6k sorozatanak, valamint csatlakozik a roméniai mate-
matikaverseny megyei és orszigos szakaszahoz.

Kiadvanyunk tartalmazza a 2012. évi Erdélyi Magyar
Matematikaversenyre kit(izott feladatokat és azok megoldasait,
valamint a résztvevs didkok és tanarok névsorat.

Koszonjiik dr. Lukacs Andornak, Sipos Kingénak és Zsom-
bori Gabriellanak, hogy a kéziratot ellendrizték és helyenként
kiegészitették.

A versenyre érkezs csapatoknak sikeres versenyzést és
kellemes id6toltést kivan

dr. Baricz Arpad, a versenybizottsag elndke és
Bir6 Zoltén, a verseny fészervezsje
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IX. osztaly

1. Feladat. Hatarozd meg az z,y € N szamokat, ha

3
x4 2y + 2% = 2012,
Yy

Kovacs Béla, Szatmarnémeti

2. Feladat. Az aq,b1,c1,a2,b0,c0 € R* szamok teljesitik az
a? 4+ b3 + ¢ = a3 + b3 + 3 egyenldséget. Bizonyitsd be, hogy az
a12? +2cox+by =0, biz2 4+ 2asx+c¢1 = 0 és 2+ 2bsx+a; =0
egyenletek koziil legalabb az egyiknek van valés megoldasal

Bencze Mihaly, Brassé

3. Feladat. Oldd meg a 2/*l = 1+ 2z egyenletet, ha z € R és [z]
az x valos szam egész részét jeloli!

Darvas Anna-Méria, Barot

4. Feladat. Bizonyitsd be, hogy barmely hegyesszogli és nem
egyenl§ szart haromszogben egy cstucs és a magassagpont &l-
tal meghatarozott szakasz felével, ugyanabbdl a csticsbdl huzott
oldalfelezével és a haromszog koré irt kor sugaraval szerkeszthets
héromszog!

Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

5. Feladat. Egy haromszog két szogének mértéke 45° illetve 30°.
Hatarozd meg a haromszog leghosszabb oldalanak és a 45°-0s sz6g
cstcsabol huizott oldalfelezd hosszanak aranyét!

Olosz Ferenc, Szatmarnémeti
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6. Feladat. Bizonyitsd be, hogy egy szabalyos 12 oldala sokszog
cstcsai koziil barhogyan valasztunk ki hetet, lesz koztiik harom,
amelyek egy derékszogli haromszog cstcsail Igaz-e az is, hogy
barmely 7 kivalasztott csiics kozt mindig van harom, amelyek
egy egyenl§ szaru és derékszogi haromszog csticspontjai?

Bir6 Zoltan, Gyergyoszentmiklos

X. osztaly

1. Feladat. Hatarozd meg az [log, ] = /x — 2 egyenlet Osszes
valos megoldésat, ahol [a] az a valos szam egész részét jeloli!

Kacso Ferenc, Marosvéasarhely

2. Feladat. Hatarozd meg a
log (1‘2+i) 2 ?
7T ) +2(z+—-] =25
T
egyenlet Osszes valos megoldasat!

Bencze Mihaly, Brassé

3. Feladat. a) Igazold, hogy barmely z € C esetén teljesiil a
kovetkez6 egyenlGtlenség:

|22+ 224 2|+ |z — 1| + |22 + 2| > 3.
b) Az elbbi egyenlétlenségben mikor &ll fenn az egyenléség?

Bir6 Béla, Sepsiszentgyorgy
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4. Feladat. Az ABC egyenl§ szaria haromszoghben AB = AC, és
I a haromszogbe irt kor kozéppontja. A Bl egyenes a haromszog

koré irt kort D-ben metszi. Hatdrozd meg a haromszog szogeinek
mértékét, ha BC' = ID!

David Géza, Székelyudvarhely

5. Feladat. a) Igazold, hogy egy tetszileges ABC haromszog
bels6é M pontja pontosan akkor van rajta az A-bol hiizott oldalfe-
lezén, ha T[M AB] = T[M AC];

b) Hatérozd meg az ABC haromszog belsejében azt az M
pontot, amelyre

MA MB MC

—

sin(BMC)  sin(CMA)  sin(AMB)
Longéver Lajos, Nagybénya
6. Feladat. Szamitsd ki az 111...12 szam héatulrél szamolt het-
—_—
2012 darab

venharmadik szamjegyét!

Darvas Anna-Maéria, Barot

XI. osztaly

1. Feladat. Hatarozd meg annak sziikséges és elégséges feltételét
az a € Z*\ {—1,1}, b,c € Z* és d € N* \ {1} szamokra nézve,
hogy barmely n € N esetén a’ + bn + ¢ oszthat6 legyen d-vel!

ifj. Kolumban Jozsef, Kolozsvar
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2. Feladat. Rogzitett n € N* esetén hany 2n-jegyt, kettGs szam-
rendszerbeli szam van, amelyben a paros helyeken all6 szamjegyek
Osszege egyenld a péaratlan helyeken all6 szamjegyek Osszegével?

Bir6 Zoltan, Gyergyoszentmiklos

k
n

S
3. Feladat. Adott az a, = > [ k- (—1)i=t | sorozat. Szamitsd

k=1
kiaz A € M474n(R)
aq a9 . QA4n
A= A4n+1  Q4n+42 ... 0(8n
agn+1  A48n+2 ... QAl2n
a12n+1 @12n42 --- @G16n

matrix rangjat!
Miké Agnes, Sepsiszentgyorgy

4. Feladat. Az (xy,)n>1 €s (Yn)n>1 sorozat a kovetkezd tulajdon-
sdgokkal rendelkezik: 1 = 2, y1 = 4 és xp+1 = 24+y1+y2+- - . +Yn,
Yn+1 =4+ 2(x1 + 22+ ... + x,), Vn € N*. Bizonyitsd be, hogy
az (znV/2 + Yn)n>1 sorozat mértani haladvany, és hatarozd meg
az altalanos tagjat!

Kacs6 Ferenc, Marosvasarhely

5. Feladat. a) Az ABM, BCN és CDP egyenlé oldald harom-
szogek, AB = a,BC = b és CD = c¢. Az A, B,C, D pontok,
ebben a sorrendben, egy d egyenesen vannak és az M,N,P a
d-nek ugyanazon az oldalan. Igazold, hogy teljesiil a kovetkezd
egyenlGtlenség:

Va2 —ab+ b2+ Vb2 —be+ 2 > Va2 + b2 + 2 + ab — ac + be.
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b) Bizonyitsd be, hogy ha ag,as,...,a, > 0 valés szamok,
akkor

n—1
a? — apa +a2 >
k kWk+41 k1 =

k=0

n—1 2 n—1
>\ |ad +a2 + (Zak> —aoan—i-(ao—i-an)Zak.
k=1 k=1

Longéver Lajos, Nagybéanya

6. Feladat. Igazold, hogy végtelen sok egymaéssal nem hasonld
altalanos haromszog létezik, amelynek oldalhosszai természetes
szamok, és a haromszog oldalaira irt négyzetek teriiletei szamtani
haladvanyban vannak!

Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

XII. osztaly

1. Feladat. Oldd meg az egész szamok halmazaban a kévetkezs

egyenletet:
3 2 1

—_ =
VI Y V2
Kacs6 Ferenc, Marosvasarhely
2. Feladat. Tekintsiik az
M = {a® — 2ab + 2b*|a,b € Z}

halmazt. Igazold, hogy 2012 ¢ M! Bizonyitsd be, hogy M zart
részhalmaza N-nek az egész szamok szorzasara vonatkozoan!

Bir6 Béla, Sepsiszentgyorgy
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3. Feladat. Oldd meg a valdés szdmok halmazaban az
52° — 1822 4+ 43z — 6 = 3. 2712
egyenletet!

Kovacs Béla, Szatmarnémeti

4. Feladat. Az ABC nem egyenl6 szari haromszogben
m(BAC) = 90°, AD,AE és AO rendre magassag, szogfelezd
és oldalfelezs (D, E,0O € (BC)). Bizonyitsd be, hogy ha OF =
2DFE, akkor

AB* 4+ AC* = 4AB - AC.

Longéver Lajos, Nagybénya

5. Feladat. Janos bacsi vérnyomascsokkents cseppeket szed jo
ideje, a kovetkez6 szabaly szerint: egy napig napi 1 cseppet, két
napig napi 2 cseppet, ..., tiz napig napi 10 cseppet, kilenc napig
napi 9 cseppet, ..., két napig napi 2 cseppet, egy napig napi 1
cseppet, két napig napi 2 cseppet, . ... Egyik nap elfelejtette, hogy
éppen hany csepp kovetkezik, végiil 5 cseppet vett be. Mennyi a
valosziniisége, hogy eltalalta a napi adagot? Késébb eszébe jutott,
hogy el6z6 nap is 5 cseppet vett be, igy megnyugodott, hogy
nagy valoszintiséggel eltaldlta az adagot. Mekkora ez az tjabb
valoszintiség?

Miké Agnes, Sepsiszentgyorgy

6. Feladat. a) A (Zg, +) csoportnak legalabb hany elemét kell
kivalasztani ahhoz, hogy a kivalasztottak kozt biztosan legyen
harom (nem foltétleniil kiilonb6z6), amelyeknek az Gsszege 07

b) Ugyanaz a kérdés (Z15,+) esetén.

Andréas Szilard, Kolozsvar
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Megoldasok
IX. osztaly

1. Feladat. Hatarozd meg az z,y € N szamokat, ha

3
x4 2y + 2% = 2012,
Yy

Kovacs Béla, Szatmarnémeti

Elsd megoldds. Az egyenlet alapjan lathato, hogy

3
2 92012~z — 2y € N.
y

Jeloljiik t-vel a 3% tort értekét. Igy t € Z, és az egyenlet
ty + 6y + 3t = 6036

alakban irhato. Ebbdl kovetkezik, hogy (¢ + 6)(y + 3) = 6054.
Mivel 6054 = 2-3-1009 és 1009 primszam, a kovetkez§ lehetGségek
adodnak ¢ + 6 € {6,1009, 2018, 3027, 6054}. Igy

t € {0,1003, 2012, 3021, 6048}

és az y-ra csak 1006 és 3 lehetséges, mivel y természetes szam és
y # 0. Tehat a megoldasok (0, 1006) és (1003, 3). ®

Mdsodik megoldds. Mivel x és y természetes szdmok, ezért a fe-
ladatbeli egyenletbdl kovetkezik, hogy 1 < y < 1006. Szorozzuk
végig az egyenletet y-nal, majd fejezziik ki az z-et:

—2y? + 2012 4
Loy—2018 2y f%

2y +22+32 = 2012y = x =
gy 4 y+3 y+3
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Mivel 6054 = 2 - 3 - 1009, ezért 6054-nek 6 és 1009 azok az osz-
toi, amelyek 3-nal nagyobbak és 1010-nél kisebbek (mivel 3 <
y—+3 < 1010). Tehat y € {3,1006} . Ha y = 3, akkor a feladatbeli
egyenletbsl x = 1003. Ha pedig y = 1006, akkor a feladatbeli
egyenletbdl x = 0. Tehat a megoldashalmaz

M = {(0,1006) , (1003,3)} .

&

2. Feladat. Az ai,b1,c1,a2,b0,c0 € R* szamok teljesitik az
a3 + b2 + ¢ = a3 + b3 + ¢ egyenldséget. Bizonyitsd be, hogy az
a1z? +2cox4+b1 =0, bix? +2asx+¢1 =0 és crz? +2byxr+a; =0
egyenletek koziil legalabb az egyiknek van valés megoldasal

Bencze Mihaly, Brassé

Megoldds. Ha Ay, Ay és Ag rendre a harom egyenlet diszkrimi-
nansa, akkor
A1+ Ao +A3=4 (a% + b% + C% —ai1by — a1 — blcl)
=2 [(al — b1)2 + (a1 — 01)2 + (b — 61)2] > 0.
Ebbdl kovetkezik, hogy a Aj, As és Az diszkriminansok koziil

legalabb az egyik nem negativ, és igy legalabb az egyik egyenlet-
nek van valos gyoke. @

3. Feladat. Oldd meg a 21*] = 1+ 2z egyenletet, ha z € R és [z]
az x valés szam egész részét jeloli!

Darvas Anna-Méria, Barot

Megoldds. Mivel 2171 > 0, barmely valos z esetén, kapjuk, hogy
x> —1/2. Ha z € (—1/2,0), akkor 2[¥l = 1/2 ésaz 1/2 =142z
egyenletnek az © = —1/4 megoldasa. Ha z € [0, 1), akkor 21*) = 1

10
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és igy az 1 = 1 + 2x egyenletnek az x = 0 a megoldasa. Ha
x € [1,2), akkor a 2 = 1 + 2z egyenletnek az x = 1/2 megoldasa,
ez viszont nem megoldéasa az eredeti egyenletnek, mert nem eleme
az [1,2) intervallumnak. Ha k € N, k > 2 és x € [k, k + 1), akkor
142z = 2F ésigy 2 = (28 —1)/2. Ekkor 2k+1 < 2F < 2k+3, amely
k = 3 esetén teljestl. Ez az © = 7/2 megoldast szarmaztatja.
Vegyiik észre, hogy a 2F > 2k+3, ha k = 4. Mi tébb, matematikai
indukcioval igazolhatd, hogy minden k € N, k > 4 esetén a

P(k): 28 >2k+3

allitas igaz. Valoban, ha 2F > 2k + 3, akkor 2Ft1 = 2F.2 >
(2k+3) -2 és mivel 4646 > 2(k+ 1) + 3, a matematikai indukcio
elve alapjan a P(k) allitds minden k € N, k > 4 esetén igaz. Ez
alapjan a 2] = 1 + 22 egyenletnek nincs mas megoldasa. ®

Megjegyzés. A mellékelt abran az egyenlet jobb és bal oldalan
megjelend kifejezést abrazoltuk, igy a megoldasok a két gorbe
metszéspontjainak felelnek meg.

4

6T
T
2T

¥
I
1
I
I
Lagt
I

|

4. Feladat. Bizonyitsd be, hogy barmely hegyesszogli és nem
egyenl§ szart haromszogben egy csiucs és a magassagpont &l-

11
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tal meghatarozott szakasz felével, ugyanabbdl a csticsbdl huzott
oldalfelezével és a haromszog koré irt kor sugaraval szerkeszthetd
haromszog!

Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

Elsd megoldds. Legyen H az ABC hegyesszdgli haromszog ma-
gassagpontja, O a haromszog koré irt kor kozéppontja, A" az A
atmérdsen ellentett pontja az ABC haromszog koré irt korben és
D a (BC) oldal felez6pontja.

A o

A?

Ekkor A’B | AB, mivel A'BA félkorbe frt keriileti sz0g és igy
m(m) = 90°. Masrészt, a magassagpont értelmezése alapjan
kapjuk, hogy CH 1 AB. Ezekbdl kévetkezik, hogy CH || AB.
Hasonloképpen igazolhato, hogy A'C' || BH. Tehat HBA'C para-
lelogramma és igy a (BC) atlo D felez6pontja a HA' at16 felezs-
pontja is egyben. Ez maskiilonben kévetkezik abbdl az eredmény-
bél, miszerint H-nak a D-re nézve vett szimmetrikusa az A at-
mérGsen ellentett pontja. Most irjuk fel a (HA’) szakasz felezs-
pontjanak helyzetvektorat:

an
ap Al + A

2

12
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—

ahonnan kapjuk, hogy xﬁ —|—AA’—|—2D—1>4 = ﬁ Kovetkezésképpen,
1
5@ + A0+ DA=T0, (1)

— = —

ahol felhasznaltuk, hogy ZTZH— AA"=DA" és DA' + %ﬁ — 40.

Tehat az (1) alapjan kapjuk, hogy az (OA) sugérral, az (AD)

oldalfelezével és az (AH) szakasz felével szerkeszthetd haromszog.
®

Megjegyzés. A megoldas vektorok nélkiil is leirhat6, ha valami-
lyen modon belatjuk, hogy az AH szakasz fele egyenls az OA;q
szakasszal, ahol A; a BC felez6pontja. Igy a kérdéses harom sza-
kasz éppen az AOA’ haromszog harom oldala. Mivel ez a harom-
sz0g egy nem egyenld szard haromszogben mindig létezik és nem
elfajult, a bizonyitas teljes. Az AH = 2-OA; egyenléséget igazol-
hatjuk az el6bbi gondolatmenet alapjan (szintetikusan), de iga-
zolhatjuk szamoléssal is. Valoban az OA1C derékszogii harom-
szogb8l OA; = Rcos A, mig az AHB; haromszogben (BB; L
AC, By € (AC ))
ABq AB -cos A

AH = s = SO = 2R cos A.

Az utolso egyenldségnél hasznaltuk a szinusz-tételt (de az egyen-
16ség még egy segédvonal segitségével is belathato). ®

Masodik megoldds. A Sylvester Osszefiiggés alapjan
OH = OA+ OB + OC,

ugyanakkor

. ABLAC A0+ 0B+ A0+ 00 _

A —
! 2 2

13
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240+ OH —OA 240 + AH
N 2 N 2 '

Tehat AA; +OA+ @ - 7.

Mivel AB # AC, kovetkezik, hogy A, H, O nem kollineérisak,
tehat az AA;, OA és ATH szakaszokkal szerkeszthet§ haromszog.
&

5. Feladat. Egy haromszog két szogének mértéke 45° illetve 30°.
Hatarozd meg a haromszog leghosszabb oldalanak és a 45°-os sz0g
csiicsabol huzott oldalfelezd hosszanak aranyét!

Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

Elsd megoldds. Ha D az AC oldal felez6pontja, E az A pont

vetiilete, F' a D pont vetiilete a BC egyenesre és AE = h,
akkor BC = BE + EC = h+ hv/3 = h(1++/3)), DF = %,
BF = BE+ EF = h+ 3.
A
D
B E 7 ¢
Tehat
7 h?
BD =+\/BF?+ DF? = Zh2+h2\/§+z =
1+/3
=h\/2+V3=h- —=".
V2
foy BD _ 1 .

14
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Masodik megoldds. Az ABC haromszogben legyen m(B//E) =
45° és m(@) = 30°. Legyen D a (BC) oldal felez6pontja és E
a C-bdl hiizott magassig talppontja. Vegyiik észre, hogy a BCE
héromszog szogei rendre 30°, 60° és 90°.

C

D

B
A 1

Mivel ED = CD és m(E/C\D) = 60°, kapjuk, hogy az ECD
haromszog egyenld oldald, vagyis ED = DC = CFE. Masrészt,
a BCFE haromszogben ED az atfogora hﬁz&t&)ldalfelew igy
BD = ED, ahonnan kévetkezik, hogy m(ABC) = m(DEB) =
30°. Az ACE derékszogl haromszogben m(m\C) = 45°, ahon-
nan kapjuk, hogy CE = AF és igy FD = EA. Mivel az EAD
egyenld szart héromszog kiils6 szoge 30°, kovetkezik, hogy
m(DAB) = m(EDA) = 15°. Ezek alapjan m(CAD) = 45° —
15° = 30° és m(m) = 60° — 15° = 45°. Tehéat a szdgek egyen-
16sége miatt az ABC és DAC haromszogek hasonléak, ahonnan
kovetkezik, hogy

AB AC  BC

AD ~ DC ~ AC’
A masodik aranyparbol kapjuk, hogy AC? = BC - BC/2, vagyis
AB _BC _ 5 ®
AD  AC T
Megjegyzés. A megoldéas tobb més gondolatmenettel is befejez-
hets. Példaul, ha nem vessziik észre, hogy a DAC héaromszog
hasonl6 az eredetihez, akkor meghtuzhatjuk a D-bdl az AB-re vagy
az A-bol a BC-re huzott merdlegest. ®

Harmadik megoldds. A mellékelt Abran a PC'B haromszég C-ben
derékszogti, M a BP oldal felez6pontja, CN meréleges BP-re,

15
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CA az MCN szogfelezGje és a feladatbeli haromszog az ABC.
P

B C
Az altalanossidg megszoritasa nélkiil legyen a PC oldal hossza
egységnyi. Mivel egy derékszogli haromszogben a 30°-os szoggel
szemben fekv§ befogd hossza egyenld az atfogd hosszénak felével,
ezért BP = 2 és igy Pitagorasz tétele szerint BC' = /3. Az
MCP egyenl§ oldalt haromszégben szintén Pitagorasz tétele sze-
rint CN = ? Az M NC derékszogii haromszogben a szogfelezs
tétele szerint:
AN 22 3
AM a2
Ugyanakkor AN+ AM = %, és igy a két egyenletbdl kapjuk, hogy
AM =2 —/3és AN = 1 — AM = 2/3=3 Tehat AB = AM +
MB =3 — /3 és az ANC derékszogi haromszogben Pitagorasz
tétele szerint AC? = AN? + ON? = (2 — \/§) Igy az ABC
haromszogben a C'() oldalfelezs hosszénak négyzete az oldalfelezs
tétel szerint:
5 2 (AC2 + BCQ) —AB?> 3

CQ? = . >

Tehat

C’Q_\/g_

BC_YS_ s

16
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Negyedik megoldds. A koszinusztétel alapjan
AB% = AC*+ BC? — 2. AC - BC - cos(BCA),

AD? = AC? + DC? — 2. AC - DC - cos(BCA).

Mivel, a szinusz-tétel miatt BC = AC+Y2, kovetkezik, hogy
2DC = ACV/?2, azaz AC = DC+/2. Ezeket behelyettesitve a fenti
azonossagokba, kapjuk, hogy

AB? = DC? (6 - 4\@C03(B/(7\A)> ,
AD? = DC? (3 - 2\/5C08(ﬁ)) .
Masrészt

cos(@) = c0s(105°) = cos(45° + 60°)

=

= cos 45° cos 60° — sin 45° sin 60° =
Innen kévetkezik, hogy

AB? B 6—4ﬂcos(B/C\A) B 4+ 23 5
AD? 3 2&008(@) 2+3

Tehat AB/AD = /2. ®

Otidik megoldds. Az ABC haromszogben legyen m(m) = 45°

és m(A/B\C’) = 30°, és legyen D a (BC') oldal felez6pontja. Ekkor
a szinusz-tétel alapjan

BC AC

sin45°  sin30°’

ahonnan kapjuk, hogy
BC = ACV2.
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Mésrészt az oldalfelezs tételének értelmében
AC? + AB?) — BC?
1 )
ahonnan kovetkezik, hogy 2AD? = AB? és igy AB/AD = /2.
®

AD2 _ 2(

6. Feladat. Bizonyitsd be, hogy egy szabalyos 12 oldala sokszog
cstcsai koziil barhogyan valasztunk ki hetet, lesz koztiik harom,
amelyek egy derékszogli haromszog cstcsail Igaz-e az is, hogy
barmely 7 kivalasztott csiics kozt mindig van harom, amelyek
egy egyenlG szaru és derékszogi haromszog csticspontjai?

Bir6é Zoltén, Gyergyoszentmiklos

Megoldds. Altalanosan igazoljuk, hogy egy 4n-oldali szabélyos
sokszoOg cstcsai koziil barhogyan vélasztunk ki 2n 4+ 1-et, biztosan
lesz kozottiik harom, amely egy derékszogi haromszoget alkot. A
bizonyitéast a skatulyaelvre alapozzuk. A ,skatulydk” az atmérd&sen
ellentett pontparok, ezek szama 2n, tehat a kivalasztott 2n + 1
pont kozott lesz legalabb két atmérdsen ellentett, ezek a tobbi
2n — 1 pont barmelyikével egy derékszogl haromszoget alkotnak.

A tovabbiakban igazoljuk, hogy az el6bb kivalasztott derék-
sz0gl hdromszogek kozott biztosan van legalabb egy egyenls szé-
ra. A bizonyitas szintén a skatulyaelvvel torténik: a ,skatulyak”
ezuttal a mer6leges atméréparok, amelyek szama n, tehat a ki-
valasztott 2n + 1 pont kozott lesz legalabb hdrom ugyanabban a
»skatulydban”, s ez a hdrom pont egy egyenld szart, derékszogi
haromszoget alkot. @

Megjegyzés. A méasodik kérdésre egy kevésbbé tomor, de talan ter-
meészetesebb gondolatmenetet vazolunk a kovetkez&kben. Probél-
junk talalni 7 olyan csticsot, amelyek koziil barhogyan is valasz-
tandnk harmat, ezek nem egy egyenld szara és derékszogi hdrom-
sz0g csucspontjai. Szamozzuk meg a csiicsokat 1-t6] 12-ig. Amint
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az el6bbiekben is lattuk, barhogyan is vélasztanank ki hét csu-
csot, mindig lesz kozottiik két atmérdsen ellentett. Legyenek ezek
példaul az 1 és 7. Ekkor a 4-es és 10-es cstcsokat nem valaszt-
hatjuk. Kell még valasztanunk 6t csticsot, és ezt nyolc koziil kell
megtenniink. De ezt a nyolc megmaradt csicsot is parokba lehet
szedni gy, hogy mind a négy parban a cstcsok atmérdsen el-
lentettek legyenek. Tehat lesz az 6t csiics kozott két atmérdsen
ellentett. Legyenek ezek példaul a 2 és 8. Ekkor az 5-6s és 11-
es cstcsokat nem valaszthatjuk. Maradt négy cstcs, ezek koziil
harmat kell valasztanunk. Legyenek ezek példaul az 1 és 7. De
ezt a négy megmaradt cstcsot is két parba lehet szedni dgy,
hogy mind a két parban a csticsok atmérdsen ellentettek legyenek.
Tehét lesz a harom cstcs kozott két dtmérdsen ellentett. Legyenek
ezek példaul a 3 és a 9. Ekkor viszont a 6-os és a 12-es csicso-
kat nem valaszthatjuk. Kellene még valasztanunk egy cstcsot,
de nincs, amik koziil valasztanunk. Azaz akarmelyik megmaradt
pontot valasztanank ki hetediknek, az egyenlé szara és derék-
szogd haromszoget fog alkotni két masik csiiccsal. Belathato, hogy
ebben a gondolatmenetben a csticsok kivalasztéasa (3, 9 stb.) nem
befolyésolja azt, hogy a végén elakadunk, tehat a valasz a masodik
kérdésre: igaz. ®
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X. osztaly

1. Feladat. Hatarozd meg az [log, ] = /x — 2 egyenlet Osszes
valos megoldésat, ahol [a] az a valos szam egész részét jeloli!

Kacso6 Ferenc, Marosvasarhely

Megoldds. Jeloljik k-val az [logs x]-et. Vilagos, hogy k € Z, tehat
az egyenlet alapjan = = (k + 2)? € N. Ugyanakkor a k = [log, 7]
egyenlséghdl a 2F < (k+2)2 < 281 egyenlstlenségeket irhatjuk
fel. Lathato, hogy k£ < —1 esetén k = —2 kivételével a masodik
egyenlGtlenség nem teljesiilhet, £k = —2-re nem teljesiil az elsé
egyenlGtlenség, tehat £ > 0. Mésrészt k > 7 esetén indukcidval
igazolhato, hogy 2¥ > (k + 2)2. Valéban 27 = 128 > 81 = 92.
Ugyanakkor ha 2 > (k 4 2)? valamilyen k > 7-re, akkor

2k > 9k +2)% > (k+3)2,

mivel k2 + 2k > 1. Igy a matematikai indukcié elve alapjan
2F > (k 4+ 2)2, barmely k > 7 esetén. Igy a lehetséges megolda-
sokra teljesiil a k € {0,1,2,3,4,5,6} feltétel. Ezeket az eseteket
kiprobélva az eredeti egyenletnek a kévetkezé megoldésaihoz ju-
tunk M = {49,64}. ®

Megjegyzés. Ha megprobaljuk a két oldalon megjelend kifejezé-
seket fliggvényként dbrazolni, akkor a megoldasok szamarol és el-
helyezkedésérsl nyerhetiink informéciot, s6t valojaban ez alapjan
fel is épithetjiik a bizonyitas logikai vazat. A mellékelt els¢ abran
lathato az f(x) = 2772, g(x) = 22 és h(x) = 2! fiiggvények
grafikus képei, pozitiv x értékekre (a megoldéasbeli k + 2 helyett
jelenik meg az x valtozd, ez nem azonos az eredeti egyenlet is-
meretlenjével). Vastagitva lathato a g fiiggvény grafikus képének
az a része, amelyre f(x) < g(z) < h(z). Az dbran az el6bbi
egyenlGtlenségnek a szigortan pozitiv egész megoldésai is be van-
nak jelolve.
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A masodik dbran megtekinthetSek az y = [logy z] és az y =
Vx — 2 fiiggvények grafikus képei a (0, 160] intervallumon:
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A harmadik abran ugyanazoknak az y = [logy x] és y = /x—2
fiiggvényeknek a grafikus képe lathato a (0, 4] intervallumon:
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2. Feladat. Hatarozd meg a
log (m2+i) 2 2
7 = +2<x+> =25
x
egyenlet Osszes valos megoldéaséat!
Bencze Mihaly, Brasso
Megoldds. Az x* + % =t jeloléssel az egyenletet
7io8sst 4 op =17 (2)
alakban ifrhatjuk. Mivel az f1 : Ry — R, fi(t) = logst és az
fo : R — R, fo(t) = T fiiggvények szigortan névekviek, az
Osszetettjiik is az, tehat az f3 : Ry — R, f3(t) = 7'°8s5? fiiggvény

szigortian novekvs. Ugyanakkor az fy : R — R, fy(t) = 2t fiige-
vény is szigortian névekvs, tehat az f : Ry — R, f = f3 + fu
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fiiggvény is szigortan novekvs. Igy az f(t) = 17 egyenletnek
legfeljebb egy megoldéasa lehet. Ugyanakkor észrevehetd, hogy
f(5) =17, tehat az f(t) = 17 egyenlet egyetlen megoldasa t = 5.
Ez alapjan az eredeti egyenlet megoldashalmaza M = {£1, +2}.

@

Megoldds. A fliggvények monotonitasa nélkiil is leirhaté a gon-
dolatmenet, ha sikeriil észrevenni, hogy ¢t = 5 egy lehetséges
megoldés. t > 5 esetén ugyanis logst > 1 és igy 7logst 1 ot >
74+2-5=17.t < 5-re viszont 785t + 2t < 7+ 2.5 = 17, tehat
az (2) egyenletnek csak a t = 5 megoldasa van. ®

3. Feladat. a) Igazold, hogy barmely z € C esetén teljesiil a
kovetkez6 egyenlGtlenség:

|22 4+ 22 42|+ |2 — 1|+ |22+ 2| > 3.
b) Az elbbi egyenlétlenségben mikor &ll fenn az egyenléség?
Bir6 Béla, Sepsiszentgyorgy
Megoldds. a) A haromszog-egyenl6tlenség alapjan irhatjuk, hogy
1224+ 22 42|+ [+ 2| > |2+ 2|, és
|z +2|+1]z—1] > 3.

Ha a két egyenlStlenség megfelel6 oldalait Gsszeadjuk, akkor a
bizonyitandé egyenlGtlenséget kapjuk.

b) Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha az el6bbi két egyen-
I6tlenségben is egyenléség van, tehat létezik olyan Ay, A2 € Ry,
amelyre

24 2242=M(-22—2), z+2=X(z-1).

A masodik egyenléség alapjan z € R és z € [—2,1]. Igy viszont
|22 4+224+2| = 2242242, tehat az elsé egyenlStlenségben pontosan
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akkor van egyenléség, ha 2% + z < 0, vagyis ha z € [~1,0]. A két
feltételbdl tehat azt kapjuk, hogy z € [—1,0]. Belathato, hogy
tetszoleges z € [—1,0] esetén teljesiil az egyenlGség. ®

4. Feladat. Az ABC egyenl§ szari haromszéghen AB = AC, és
I a haromszogbe irt kor kozéppontja. A Bl egyenes a haromszog
koré irt kort D-ben metszi. Hatarozd meg a haromszog szogeinek
mértékét, ha BC = ID!

David Géza, Székelyudvarhely

Megoldds. A mellékelt abranak megfelelGen frhatjuk, hogy

m(CAD) = m(CBD) = im(B) ¢s m(CAI) = m(IAB) =
3 (CA'), tehat DAC = DIA. Igy AD = DI, tehat a feltétel
alapjan BC = DI = AD = DC.

A

_/C

Ebbdl kovetkezik, hogy m(B) = 2m(A), tehat a haromszog
szogeinek mértéke 36°, 72°,72°. ®

5. Feladat. a) Igazold, hogy egy tetszileges ABC haromszog
belsé M pontja pontosan akkor van rajta az A-bol huzott oldal-
felezon, ha T[M AB] = T[M ACY;
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b) Hatarozd meg az ABC haromszog belsejében azt az M
pontot, amelyre

MA MB MC

sin(/BMC’) sin(@) sin(@) .
Longaver Lajos, Nagybanya

Megoldds. a) Jeloljik D-vel az M A egyenesnek a BC oldallal valo
metszéspontjat (lasd a mellékelt abrat).
A

B
D

A teriiletképletek alapjan irhatjuk, hogy

BD  T[BDA] s BD _ TIMDB]
DC ~ T|DCA] ©° DC ~ T[MCD]’

tehat az ardnysorok tulajdonsagat hasznalva

TIMDB] T[BDA] T[BDA]—T[MDB] T[MAB]

TIMCD] T[DCA] T[DCA]—-T[DCM] T[MAC]
Igy lathato, hogy altalaban

BD T[MAB]|
DC  T[MAC]

Masrészt M pontosan akkor van rajta az oldalfelezén, ha 2 DC =1,
TIMAB] _ |

tehat pontosan akkor, ha TMAC] —
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b) A feltételben szerepld torteket bévitjik a kovetkezs modon:

MA-MB-MC ~ MA-MB-MC
MB-MC -sin(BMC) MA-MC -sin(CMA)

_ MA-MB-MC
~ MA-MB-sin(AMB)’

Tehat a megadott egyenlGségek ekvivalensek a

TIMAB] = TIMBC] = T[MCA]

feltétellel és az a) alpont alapjan ezek csakis akkor teljestilhetnek,
ha M rajta van mindhérom oldalfelezén, vagyis ha M az ABC
haromszog sulypontja. ®

6. Feladat. Szamitsd ki az 111 ...12 szam hatulrol szamolt het-
—_—

) ) 2012 darab
venharmadik szamjegyét!

Darvas Anna-Maéria, Barot

Megoldds. A keresett szamjegy megegyezik a kivetkezs szam het-
venharmadik szamjegyével:

A= 11;..1 + 1112...1 0+ 11;...1 00+..+11 007...0 +1 007.2..0
1

Atirjuk az A szamot a kovetkezd alakba:

107 -1 10 —1

102 -1 10-1
A= 10—+ .. +10" . ——= 4107 ——=
9 + 9 et 9 + 9
Atcsoportositjuk
10 14+10+4...+ 107 10 10 -1
A="173- e =73. — =

9 9 N 9 9.9
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107 110 -1
=8.107 + _ =
9 9 9
~8.10% 4+ 1 (1000 11..1] =8-10™ + 1 88..89
5 . RERE
73 73 72
Mivel a fenti 6sszeg masodik tagjanak hetvenharomnal kevesebb
szamjegye van, és az elsd tagja hetvenharom 0-ban végzdédik, ko-
vetkezik, hogy az A szdm hetvenharmadik szdmjegye nulla. &

Mdsodik megoldds. A feladatbeli szam hatulrdl szamolt hetven-
harmadik szamjegye 0. A szdmolast a kovetkez§ példakon mu-
tatjuk be:

112 = (10" +10°)* = 1-102 +2-10 + 1 - 10°

Tiz hatvanyai | 0 1
0 11
1 11

1112 = (102 4 10" + 10°)® = 1-104+2-103+3-102+2-10 +1-10°

Tiz hatvinyai [ 0 1 2
0 111
1 111
2 111

11112 = (10% + 10% + 10" 4 10°)® = 1-105 +2-10° +3-10* 44 -
10° +3-10% +2- 10" +1-10°

Tiz hatvanyai ‘ 0 1 2 3
0 1 1 1 1
1 11 1 1
2 11 1 1
3 1 1 1 1
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A fenti példékon is latszik, hogy egy csupa egyesekbdl allo szam
négyzetre emelését vissza tudjuk vezetni csupa egyesekbdl allo
Osszeadésra.

Tiz hatvanyai | 0 1 2 2011 2012
0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1
2011 1 1 1 ... 1 1
2012 1 1 1 ... 1 1

Ahogy a tablazatok is érzékeltetik, az eredményt gy kapjuk meg,
hogy a bal fels§ sarokbdl indulva, a mellékatloval parhuzamos
atlokban az egyeseket Osszeadjuk. Ekkor a végeredményben hé-
tulrol:

e az elsG szamjegy (azaz 10° egyiitthatoja): 1

a mésodik szamjegy (azaz 10! egyiitthatoja): 1+ 1 = 2

3. szdmjegy: 1 + 1+ 1 = 3, és ezt folytatva...

9. szamjegy: 9 (9 db. egyes Osszege)

e 10. szamjegy: 0 (10 db. egyes Osszege; leirjuk a 0-at, megy
tovabb az 1)

e 11. szamjegy: 2 (11 db. egyes osszege, plussz egy)

e 12. szamjegy: 3, és ezt folytatva...

e 18. szamjegy: 9

e 19. szamjegy: 0 (19 db. egyes sszege plussz egy; leirjuk a

0-at, megy tovabb a 2)
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e 20. szamjegy: 2 (20 db. egyes Osszege, plussz kettd), és ezt
folytatva...

e 27. szamjegy: 9

e 28. szamjegy: 0 (28 db. egyes Osszege plussz ketts; leirjuk a
0-at, megy tovabb a 3)

e 29. szamjegy: 2 (29 db. egyes Osszege, plussz harom), és ezt
folytatva, nyilvan a

e 72. szamjegy: 9

e 73. szamjegy: 0 (73 db. egyes Osszege plussz hét; leirjuk a
0-at, megy tovabb a 8)

XI. osztaly

1. Feladat. Hatarozd meg annak sziikséges és elégséges feltételét
az a € Z*\ {—1,1}, b,c € Z* és d € N*\ {1} szamokra nézve,
hogy barmely n € N esetén a™ + bn + ¢ oszthato legyen d-vel!

ifj. Kolumban Jozsef, Kolozsvar

Megoldds. Induktiv gondolkodassal kereslink sziikséges feltétele-
ket. Feltételezziik, hogy a feladatban szerepld relacié fennéll. Ha
n = 0, akkor (1+c¢) i d. Han € N tetszsleges, akkor a” +bn—+c i d
pontosan akkor teljesiil, ha Im € Z ugy, hogy a” + bn 4+ ¢ = md.
Igy viszont a™! + abn + ac = amd, vagyis

a4+ b(n4+1)+c=amd+b(1 —a)n+c(1 —a)+b.
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Mivel a bal oldalon szerepl§ kifejezés a feltevésiinknek megfelelGen
oszthatd d-vel, a jobb oldalon szerepld kifejezés is oszthato kell
legyen d-vel. Tehéat

b(1—an+c(l—a)+b:d.

Mivel n € N tetszoleges volt, kovetkezik, hogy b(1 — a) i d és
c¢(l1—a)+0b:d. Figyelembe véve, hogy 1 —a # 0 és b # 0, kapjuk,
hogy
cl—a)+bid ©c(l—a)?+b(1—a)ide
cl—a)?id =1—-aid,
mivel ¢ nem oszthatoé d-vel, hiszen c+1 : d és d > 1. Visszatérve az
eredeti kifejezéshez irhatjuk, hogy a” +bn+c = a"—14+c+1+bn,
tehat bn : d, minden n € N esetén. Ez csak akkor lehetséges, ha

b d. Osszefoglalva, a sziikséges feltételek: 1 —a i d, b d, illetve
c+1:id. Masrészt ezek a feltételek elégségesek is, hisz

a*+bm+c=(@"—1)+(c+1)+bn

és a feltételek alapjan az Osszeg mindharom tagja oszthatd d-
vel. ®

2. Feladat. Rogzitett n € N* esetén hany 2n-jegy, kettds szam-
rendszerbeli szam van, amelyben a paros helyeken all6 szamjegyek
Osszege egyenl$ a péaratlan helyeken allo szamjegyek Gsszegével?

Bir6 Zoltan, Gyergyoszentmiklos

Megoldds. Az Gsszeszamlalando szamok

a2n—102n—2 - - - A302041 G0

alaktak, ahol a; € {0,1} minden 0 < ¢ < 2n—2 esetén, és ag,—1 =
1. Ha a paros illetve a paratlan helyeken all6 szamjegyek Osszege
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k, akkor az A=qag9,_1+---+az+ay és B=ag,—o+ -+as+ag
Osszegeknek pontosan k tagja l-es és a tobbi 0. Az A tagjaibol
k darab 1-est CS:% modon, B tagjaibdl k darab 1-est C’f{ modon
lehet kivalasztani, igy Osszesen Cﬁj - CF olyan 2n jegyt, kettes
szamrendszerbeli szam létezik, amelyben a paros és a pératlan
helyeken allo szamjegyek szama egyarant k. Osszesen tehat

S,=C% ,Ccl+Ct C?4.. . yCnicn

binaris szdm van, amelyben a paros és paratlan helyeken &llo
szamjegyek Osszege egyenls. Az 6sszeg t6bb modszerrel kiszamit-
hat6. Egy lehetséges modszer az, hogy észrevessziik, hogy az 6sz-
szeg értéke az x" ! egyiitthatéja az (1 + x)" 1. (1 + )" kifej-
tésében, hiszen Newton binomidlis képlete alapjan

I+z)"'=CY +C jx+... +C {2 !,

0 1, n-1 2, n—2
(I+2)"=Cha"+Coa" "+ Crax" "+ ...+ C}

és a szorzas soran az 2"~ ! egyiitthatojaként épp az S,-et kapjuk.
Mésrészt

(1+z)" 1. (z+1)" = (1 +2)* !, tehat Newton binomialis
tétele alapjan

Co 1Ch+Cp 1 Cr+...+CriCr=Ch
®

Megjegyzés. Ha tekintjiik az X, és X5 diszjunkt halmazokat, ame-
lyek szamossaga n, illetve n — 1, akkor az S, az X; U X3 hal-
maz n — 1 elemii részhalmazainak szdma (aszerint csoportositva,
hogy hany elemet tartalmaz az X, illetve X5-bdl), tehat S, =

ot ®
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k
3. Feladat. Adott aza, = > [ k- (—1)i=t | sorozat. Szamitsd
k=1
ki az A € My n(R)
al a9 e QA4n,
A — A4in+1  Q4n42 ...  0(8n
agn+1  a8n+2 ... QAl12n
a12n+1  G12n+2 --- Gl6n

métrix rangjat!
Miké Agnes, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. El6szor kiszamitjuk a sorozat néhany tagjat: —1, —3,
0, 4, -1, =7, 0, 8, —1, —11, 0, 12, .... Ez alapjan megfogal-
mazhatjuk a kdvetkezd sejtést:

-1, ha n=4k -3
o — —4k+1, ha n=4k -2
") o0, ha n=4k—-1 "
4k, ha n =4k

ahol k € {1,2,...}. Ellendrizziik a képlet helyességét tugy, hogy
minden esetben kiszamitjuk a,41-et. Ehhez vegyiik észre, hogy
minden n € N* esetén

(n4+1)(n+2)
2 .

apt1 = an + (—1) (n+1).
Han =4k — 3, akkor n +1 =4k — 2 és
(4k—2)(4k—1)
any1 =—1+(-1) 2 4k —2)=—-1—-4k+2=—4k+ 1.

Han =4k — 2, akkorn+1 =4k — 1 és

(4k—1)4k

ani1 = —4k+1+(-1)"2 -(4k—-1)=—4dk+1+4k—-1=0.

32



XXII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Gyergyodszentmiklos, 2012, februar 3-5.

Ha n =4k — 1, akkor n + 1 = 4k és

4k(4k+1)

ani1 =0+ (=1)" 2 - (4k) = 0+ 4k = 4k.
Es végiil, ha n = 4k, akkor n +1 =4k + 1 és
(4k+1)(4k+2)

ani1 =4k + (=1)" =z -(dk+1) =4k —4k—1= —1.

Tehat az A matrix a kovetkezs alaku lesz

-1 ... -1 —4k — 3 0 4k ... 4dn
-1 ... =1 —-4n—-4k-3 0 4n+4k ... 8n
-1 ... -1 -8 —-4k—-3 0 8n—+4k ... 12n
-1 ... =1 —-12n—4k—-3 0 12n+4k ... 16n

Azt kell megvizsgalnunk, hogy az oszlopok koziil legtobb hany
lehet linearisan fiiggetlen. A nulladkat tartalmazé oszlopot figyel-
men kiviil hagyhatjuk. Marad harom oszloptipus:

-1 —4k -3 4l

o — -1 B, = —4n —4k -3 &~y = 4n + 41
-1 ]’ —8n — 4k — 3 8n + 4l
-1 —12n —4k -3 12n + 41

De By, = —; + (4k + 3 — 41)av, tehat a harom tipusbol legfennebb
kett szerepelhet, és ugyanabbdl a tipusbdl is csak egy szerepelhet
a rangot megadd aldeterminédnsban, mert az els§ sort kivonva a
tobbi sorbél az els6 sor kivételével megegyeznének az oszlopok.
Kovetkezik, hogy az A matrix rangja legtébb 2 lehet. Létezik
masodrendt nemnulla aldeterminéns, példaul

-1 -3
-1 —4n -3

' =4n # 0,
tehat az A métrix rangja 2. ®
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4. Feladat. Az (xy,)n>1 és (Yn)n>1 sorozat a kovetkezd tulajdon-
sagokkal rendelkezik: 1 = 2, y1 = 4 és 41 = 24+ y1+y2+. . -+ Yn,
Yn+1 =4+ 2(x1 + 22+ ... + x5), Vn € N*. Bizonyitsd be, hogy
az (znV/2 + Yn)n>1 sorozat mértani haladvany, és hatarozd meg
az altalanos tagjat!

Kacso Ferenc, Marosvéaséarhely

Megoldds. A kijelentés alapjan kapjuk, hogy x, = 2+ y1 + yo +
oot yYp—1 68y, = 44+2(x1+ 22+ -+ 25—1) minden n > 2 esetén.
Ezt 6sszevetve az eredeti alakban megadott feltétellel kdvetkezik,
hogy minden n > 2 esetén

Tntl = Tn + Yn, Yntl = Yn + 2Tp.

Vegyiik észre, hogy mindkét egyenlGség igaz n = 1 esetén is mivel
o =2+ y; =6 és yo = 4+ 221 = 8. Innen kovetkezik, hogy
minden n > 1 esetén

Tni1V24Ynt1 = 2+ V2) 2+ (1+V2)yn = (14+V2) (20 V2+yn).

Ez viszont azt jelenti, hogy (z,v/2 + Yn)n>1 €gy mértani halad-
vany, amelynek az els6 tagja 21v/2+y; = 2v/2(1++/2), hanyadosa
pedig 1 + v/2. Innen kapjuk, hogy z,v2 + y, = 2v2(1 + /2)"
minden n > 1 esetén. ®

Megjegyzés. Kiszamolhato a két sorozat altalanos tagja is. xp41 =

Tp+ Yn = Yn = Tp+1 — Tn, €2t 8z Ypr1 = yn + 2x, Osszefiiggésbe

helyettesitve az xp10—2pt1 = Tpr1—Tn+2x, & Tppo—2an + 1—

Ty = 0 méasodrendd lineéris rekurziot kapjuk, amelyet megoldva
n n , , .

az Ty = (1 + ﬂ) + (1 — \/ﬁ) altalanos taghoz jutunk, ahonnan

Un = V2 <(1 + ﬂ)n — (1 — \/§)n> . A fentiek alapjan z,v2 +
Yn = 2V/2 (1 + \/i)n, ami nyilvanvaléan mértani haladvany. &
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5. Feladat. a) Az ABM, BCN és CDP egyenlé oldald harom-
szogek, AB = a,BC = b és CD = c. Az A,B,C, D pontok,
ebben a sorrendben, egy d egyenesen vannak és az M,N,P a
d-nek ugyanazon az oldalan. Igazold, hogy teljesiil a kovetkezd
egyenlGtlenség:

\/azfab+b2+\/b27bc+022 Va2 + b2+ c2 + ab— ac + be.

b) Bizonyitsd be, ha ag, ai,...,a, > 0 valos szamok, akkor

n—1
a? — apa +a2 >
k kUk+41 k+1 =

k=0

n—1 2 n—1
> a3+ a2+ (Zak> —aoan—i-(ao—i-an)Zak.
k=1 k=1

Longéver Lajos, Nagybanya

Megoldds. a) A megadott jeloléseket hasznéalva a koszinusztétel
alapjan (MNB illetve NPC haromszoégben) irhatjuk, hogy

MN = +/a? — ab+ b?,
NP =+/b%2 —bc+c?

és MP = \/(a+b)2—(a+b)(b+c)+ (b+c)2. Az utolso egyen-
16séget az M QP haromszoghdl kapjuk, ahol {Q} = BM N CP.
M

P
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Masrészt (a+b)2 —(a+b)(b+c)+(b+c)? = a?+b>+c?+ab—
bc+ac, tehat az M, N és P pontok segitségével felirt MN+NP >
M P egyenl&tlenség épp a bizonyitandd egyenlStlenség.

b) Az elgbbi dbrahoz hasonléan elkészitiink egy &brat, ame-
lyen az A;A;11B;41 egyenls oldali haromszdgek A;A;+1 oldalai

egymas meghosszabbitasaban vannak, a Bi,..., B, pontok az
ApA,, egyenes egyik oldalan helyezkednek el (lasd a mellékelt
abréat) és

A;A;+1 = a;, minden 0 < i < n esetén.

B

B n+1

AO A1 A2 An—l A A?H—l

igy a koszinusztétel alapjan B;B;+1 = \/%2—1 — Qi1 a; + a?,
ha 1 < ¢ < n és ha Q-val jeldljiikk a B1 Ay és Bj11A4, metszéspon-
tjat, akkor a Q@ By Bjp4+1 haromszoghdl a koszinusztétel alapjan

n—1 2 n—1
BiBpy1 = \| a4+ a2 + (Z ak> — apan + (ag + ay) Z ay.
k=1 k=1

. n

lgy mivel Y B;B;+1 > B1B,11, épp a bizonyitandé egyenlétlen-
i=1

séget kapjuk. ®

Megjegyzés. Az a) alpont direkt szamolassal is igazolhato, és mind-
két alpont igazolhaté a Minkowski egyenlGtlenség felhasznélasaval
is. &
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6. Feladat. Igazold, hogy végtelen sok egymassal nem hasonld
altalanos haromszog létezik, amelynek oldalhosszai természetes
szamok, és a haromszog oldalaira irt négyzetek teriiletei szamtani
haladva k!
aladvényban vanna Olosz Ferenc, Szatmarnémeti
Elsd megoldds. Ha a,b,c € N* egy haromszog oldalai, akkor az
a+b—c>0,b+c—a>0¢ c+a—0>b > 0 egyenl6tlen-
ségek teljesiilnek. Feltételezhetjiik, hogy a < b < ¢ és igy tudjuk,
hogy a haromszog oldalaira irt négyzetek teriileteire igaz, hogy
a? < b? < ?. Ezek a teriiletek pontosan akkor vannak szam-

tani haladvanyban, ha a? + ¢ = 2b%. Vegyiik észre, hogy ezt az

azonossagot a
2 2
cta n C—a\"_ 4o
(27) () -

alakban is frhatjuk, ami azt jelenti, hogy ha a és ¢ azonos paros-
sagu, akkor

c+a c—a
2 7 2

és b
pitagoraszi szamok.
Ismeretes, hogy a pitagoraszi szamokat az
(n® — k*)® + (2nk)* = (n* + k*)?
azonossag segitségével allithatjuk els, ahol n,k € N és n > k. Az
a < b < c feltétel miatt csak a
c+a c—a

5 = 2k, T:n2—k2 és b=n?+k?

valtozat lehetséges, ahonnan kapjuk, hogy
a=2nk—n>+k, b=n’>+k® és c=2nk+n®— k%

Masrészt, figyelembe véve ismét az a < b < c feltételt, elegends a
haromszog oldalai kozott fennéllo egyenl6tlenségek kozil az a +
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b — ¢ > 0 vizsgalata. Vegyiik észre, hogy azn >k ésa+b—c=
3k? —n? > 0 feltételek teljesiilnek, ha példaul n = d+1 és k = d,
ahol d € N, d > 2. Ekkor, az

a=2d> -1, b=2d>+2d+1 és c=2d>+4d+1

oldalhossziisdgi haromszogek kielégitik a feltételeket, és igy valo-
ban végtelen sok egymaéassal nem hasonlé altaldnos haromszog
létezik, amelynek oldalhosszai természetes szamok, és a hérom-
sz0g oldalaira irt négyzetek teriiletei szamtani haladvanyban van-
nak. ®

Mdsodik megoldds. Hasznélva az el6bbi megoldés jeloléseit az
a’? + 2 = 2b? egyenletet kell megoldani a természetes szamok
halmazéban az a < b < ¢ és a + b > c feltételekkel. Az el6bbi
egyenlet ekvivalens az a?/b? + ¢?/b? = 2 egyenlettel, és igy az
x? +1? = 2 egyenletet kell megoldani a pozitiv racionalis szamok
halmazan. Vegyiik észre, hogy ez egy v/2 sugart, origd kozép-
pontu kor egyenlete, amely atmegy példaul a (—1,—1) ponton.
Most tekintsiik a (—1,—1) ponton athalad6é y +1 = m(z + 1)
valtozo irdnyt egyenest. Ez az egyenes metszi az x? + y? = 2
egyenletd kort a

m2—2m—1 m?2+2m—1
m24+1 ° m2+1

pontokban, és igy valaszthatjuk az
2 .2 . _ 2
a=m"—2m—1, b=m"+1 é c=m"+2m—1

megoldasokat, ahol m € N, m > 4 a kért feltételek miatt. Ezek
végtelen sok, egymassal nem hasonlé haromszoget adnak a kért
feltételekkel. ®
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XII. osztaly

1. Feladat. Oldd meg az egész szamok halmazaban a kovetkezs

egyenletet:
3,2 1
VoY V2
Kacs6 Ferenc, Marosvésarhely

< L 2
Megoldds. A létezési feltételek: z > 0, y > 07[ 7 és 7 <

%. Igy y > 8 és x > 18 természetes szamok.
% = % \{, tehat 4 =3 + 2 — 1—, Zlfovetkezﬂ( hogy v2x € Q.
% =7 f’ tehat =5+ v T kovetkezik, hogy

V2y € Q.

A fentiek alapjan léteznek az m,n € N szamok ugy, hogy
x =2m? és y = 2n?, ahol m > 3 és n > 2.

A feladatbeli egyenlet a kovetkezGvé alakul:

2o
m n

Ez utobbi egyenértéki az n = nf—l” egyenlettel. Az m — 3 osztja

2m-et és 2m — 6-ot, tehat m — 3 osztdja 6-nak, ahonnan m —
3 € {1,2,3,6}, tehat m € {4,5,6,9} és a megfelels n értékek
n € {8,5,4,3}. Az eredeti egyenlet megoldasai
(z,y) € {(32,128), (50, 50), (72, 32), (162, 18)}.
®

2. Feladat. a) A (Zgy, +) csoportnak legalabb hany elemét kell
kivalasztani ahhoz, hogy a kivalasztottak kozt biztosan legyen
harom (nem foltétleniil kiilénboz6), amelyeknek az osszege 07

b) Ugyanaz a kérdés (Zi5,+) esetén.

Andréas Szilard, Kolozsvar
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Megoldds. a) Ha kivalasztjuk az 6sszes paratlant, azok koziil bar-
mely harom Gsszege is paratlan, tehat nem lehet 0. Igy legalabb
k + 1 darab szam kivalasztasa sziikséges. A tovabbiakban iga-
zoljuk, hogy ez mindig elégséges is. Ha H = {zg,x1,..., 21} egy
tetszéleges k + 1 elemi részhalmaza Zoi-nak, ahol z; < x;, ha
1 < j, akkor az xg+ 1, xg+ x2, . . . o+ T Osszegekbdl akotott K
halmaz k elemd. Ugyanakkor a H-beli elemek inverzeit tartalmazé
H' halmaz pontosan k + 1 elemet tartalmaz, tehat K N H' # (.
Ha v € K N H', akkor létezik 4, j gy, hogy =, = u = zo + zj,
ahol @} az x; inverze. Igy xo + z; + x; = 0.

b) n = 15 esetén probaljunk létrehozni egy olyan H halmazt,
amelynek az elemszéma maximélis és, amelyben nincs harom
olyan szam, amelyek sszege 0. Vilagos, hogy 0,5, 10 ¢ H. Ugyan-
akkor minden x € Zlg\{@, 5, 1A0} esetén létezik pontosan egy olyan
y # x, amelyre 2z +y = 0 (ez a 2z inverze). Az el6bbi tulajdon-
sagu x és y egyid6ben nem keriilhet a H-ba. Az aldbbi tablazat
azt mutatja, hogy minden z-hez milyen y tartozik.

1|2 [3]4]|6]7]8 |9 |11]12]13]14
13]11]9]7|3[1][14]12]8 |6 | 4|2

A tablazat alapjan lathaté, hogy ha egy elem H-hoz tartozik,
akkor van olyan parja, amely nem tartozik H-hoz, tehat H legfel-
jebb 6 elemet tartalmazhat, igy barmely 7 elemi részhalmazbol
kivalaszthatd 3 nem foltétleniil kiilonb6z8 elem, amelyek Osszege
0. Masrészt ellendrizhets, hogy a H = {2,3,8,12,7,13} halmaz
elemei kozt barmely harom Gsszege kiilonbozik 0-t6l, tehat a fel-
tett kérdésre a valasz 7. ®

3. Feladat. Tekintsik az M = {a2 — 2ab + 2b*|a, b € Z} hal-
mazt. Igazold, hogy 2012 ¢ M! Bizonyitsd be, hogy M zart
részhalmaza N-nek az egész szamok szorzasara vonatkozoan!

Bir6 Béla, Sepsiszentgyorgy
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Megoldds. Tételezziik fel, hogy 2012 € M. Ekkor léteznek az a és
b egész szamok gy, hogy a® — 2ab + 2b? = 2012, azaz (a — b)? +
b? = 2012. Egy négyzetszam 4-gyel valo osztasi maradéka 0 vagy
1, a 2012 oszthatd 4-gyel, tehat a — b és b paros szamok, azaz
léteznek az x,y € Z szamok Ggy, hogy a — b = 2x és b = 2y, az
egyenlet pedig egyenértéki az 22 +1? = 503 egyenlettel, ami nem
lehetséges, mert két négyzetszam Osszegének 4-gyel vald osztasi
maradéka nem lehet 3. Tehat 2012 ¢ M.

Tulajdonképpen M = {2? + y?|z,y € Z}, mert egyrészt a? —
2ab+2b* = (a—b)? +b?, masrészt barmely x,y € Z esetén létezik
a,b € Z gy, hogy 22 +y> = (a — b)> +b? (a=x +y,b=1y).

Ha x,y,u,v € Z, akkor

(22 4+ y?) (v? +v?) = 2%u® + 220? + y?u? + y*0? + 2zuyv —
2xvyu = (xu + yv)2+(xv - yu)2, és rutyv, zv—yu € Z, tehat M
zért részhalmaza N-nek az egész szdmok szorzasara vonatkozodan.

@

4. Feladat. Oldd meg a valés szamok halmazaban az
52° — 1822 + 43z — 6 = 3. 2712
egyenletet!

Kovacs Béla, Szatmarnémeti

Megoldds. Eszrevessziik, hogy 1,2,3, és 5 megoldasai az egyen-
letnek. Igazoljuk, hogy nincs tobb megoldasa. Az f : R — R,
f(x) = 3-2%72 — 523 + 1822 — 43x + 6 fiiggvény folytonos és
akérhanyszor derivalhato. f/(z) = 3-1n2-2*+2 — 1522 + 362 — 43,
f"(x) =3-n%2-27+2 — 30z + 36, f(z) = 3-1In>2- 2572 — 30 és
f®(z) =3-1n*2-2°t2 > 0, minden z € R esetén, tehat az f”
fiiggvénynek legfeljebb egy zérus helye lehet, az f” fiiggvénynek
legfeljebb 2 zérus helye lehet, az f’ fiiggvénynek legfeljebb 3 zérus
helye lehet, végiil az f fiiggvénynek legfeljebb 4 zérus helye lehet.
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Tehat az adott egyenletnek pontosan 4 megoldésa van a valds
szamok halmazan és ezek az 1,2,3 és 5 szdmok. ®

5. Feladat. Az ABC nem egyenl§ szard héaromszogben
m(BAC) = 90°, AD,AE és AO rendre magassag, szogfelezd
és oldalfelezs (D, E,O € (BC)). Bizonyitsd be, hogy ha OF =
2DFE, akkor

AB%* 4+ AC? = 4AB - AC.

Longéver Lajos, Nagybéanya

Elsd megoldds. Legyen F az A pont BC egyenes szerinti szim-
metrikusa.

A B
Az AOF haromszogben OE = 2DFE, azaz £ harmadolopontja
az OD oldalfelezonek tehat E sulypont m(CAD) m(ABC) =
90° — m(C) és ABO = BAO tehat CAD = BAO igy AE
szogfelezGje a DAFE szognek, ugyanakkor oldalfelez§ is az AOF
haromszogben, tehat AF = AO. A szimmetria miatt AO = OF,
kovetkezik, hogy AOF egyenl§ oldalti hdromszog. Tehét

m(ABC) = m(AOC) = 30° = m(ABC) = 15

Igy 49 = tan 15° = 2 — /3, tehat V3AB = 2AB — AC, és ebbol
kovetkezﬂ{, hogy AB? + AC? = 4AB - AC. ®
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Madsodik megoldds. A szogfelez§ tétele alapjan % = %. A be-

fogo tétele alapjan pedig AC? = CD - BC.
a/2

A ¢ B
Az abra jeldlései alapjan az el6bbi egyenlGségek a kovetkezd
alakba frhatok:

2_2x b a

P e 12

— &= (5-32)
5+2xr ¢ es 2 v)a

Ez utobbi két egyenldség egyenértékd az a(c — b) = 4(b+ c)x

és a® — 20 = 6ax & 2 — b? = 3ax egyenlSségekkel. Mivel a

haromszog nem egyenld szard, ez utdbbi egyenl&ségek megfelelé

oldalait eloszthatjuk egymassal, és kapjuk, hogy (bic) = 2(?;0) &

302 =2 (b + ¢)? & 30243 = 202422 +4bc & b2 +c? = dbe. @

6. Feladat. Janos bacsi vérnyoméascsokkents cseppeket szed jo
ideje, a kovetkez§ szabély szerint: egy napig napi 1 cseppet, két
napig napi 2 cseppet, ..., tiz napig napi 10 cseppet, kilenc napig
napi 9 cseppet, ..., két napig napi 2 cseppet, egy napig napi 1
cseppet, két napig napi 2 cseppet, . ... Egyik nap elfelejtette, hogy
éppen hany csepp kovetkezik, végiil 5 cseppet vett be. Mennyi a
valészintisége, hogy eltalalta a napi adagot? KésGbb eszébe jutott,
hogy el6z6 nap is 5 cseppet vett be, igy megnyugodott, hogy
nagy valészintiséggel eltalalta az adagot. Mekkora ez az tjabb
valoszintiség?

Miké Agnes, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. 14+2434...4+94+10+9+...42 = 99, tehat az adagolasi
séma peridodusa 99 nap. Minden peridédusban pontosan 10 olyan
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nap van, amikor 5 cseppet kellene bevennie. Ha n napig szedné
Janos bécsi a cseppeket, ahol n =99k 4+ r, k,r € N, 0 < r < 99,
akkor a lehetséges esetek szama n = 99k + r lenne és a kedvez§
esetek szama 10k 4 v lenne, ahol 0 < v < 10. Igy P,-nel jelolve
annak a valoszintiségét, hogy n napi adagolas esetén Janos bacsi
eltalélta az el6irt mennyiséget irhatjuk, hogy

P, = 10n + U‘
99n +r
Mivel
10n - 10n +v < 10n + 10
99n+99 ~ 99n+r —  99n

T 100 _ i 100410 _ 10 27154ha s . _
és T}Lrgom = T}Ln;o 99, = gg, allithajuk, hogy TLILH;OP =
10

99> vagyis annak a valoszintsége, hogy Jénos bacsi eltalalta az
el6irt adagot %.

A masodik valoszintiség egy feltételes valoszintiség, tehat csak
azok az esetek képezik a lehetséges esetek halmazat, amelyekre
teljesiil az, hogy az el6z6 napi adag 5 csepp volt. Minden peri6-
dusban 10 ilyen nap van és ebbdl 8 esetben 5 csepp az aktualis
napi adag is, tehat az n napra vonatkozd valoszintiséget P)-nel
jelolve, irhatjuk, hogy

P = 8n +u ‘
10n +¢q
Mivel S . S ,
n < n+u < n+
10n+10 — 10n+q — 10n
¢s lim ity = lim SEEE = 3, allithajuk, hogy lim P = 3,

vagyis annak a valoszintisége, hogy Jénos bacsi eltalalta az el&irt
adagot, ha mar tudta, hogy az eléz6 napi adag 5 csepp, %. ®
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A versenyen résztvevé tanarok névsora

Badau Tiinde Irén
Bartalis Marta
Betuker Enikd
Bir6 Béla
Bir6 Judit
Cziprok Andrei
Csurulya Edit
Déani Zsuzsa
Darvas Anna -Maria
Egyed Géza
Gybrgy Eva
Gyorgy Gabriella
Hathéazi Anna-Maéria
Kecseti Hunor
Kéry Hajnal
Kolumbéan Jozsef
Kovacs Adalbert
Kovéacs Lajos
Mészar Julianna
Nagy Ors
Nagy Zoltan
Nagy Zsuzsa
Nemes Andras
Olah Ilkei Arpad
Pall Rakhel Olga
Péter Andras
Sebestyén Jozsef
Stan Agota
Takacs Attila Janos
Tamasi Csaba
Turdean Katalin
Zsuzsanna
Vandra Maéaria
Vass Balazs
Zakany Monika

Aprily Lajos Fégimnazium, Brasso6

Salamon Erng Gimnéazium, Gyergyoszentmiklos
Horvath Janos Iskolakdzpont, Margitta

Székely Mik6 Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Székely Mik6 Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Kolesey Ferenc Fégimnazium, Szatmarnémeti
Reformatus Kollégium, Sepsiszentgyorgy

Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
Baroti Szabo David Iskolakézpont, Barot

Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
Salamon Erng Gimnéazium, Gyergyoszentmiklos
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Béathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Salamon Erng Gimnéazium, Gyergyoszentmiklos
Bihar megyei Tanfel6gyelGség, Nagyvarad
Babeg-Bolyai Tudoméanyegyetem, Kolozsvar
Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatméarnémeti
Taméasi Aron Elméleti Liceum, Székelyudvarhely
Arany Janos Iskolakézpont, Nagyszalonta
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvéasarhely
Mihai Eminescu Fégimnazium, Nagyvarad
Petru Maior Iskolakdzpont, Szaszrégen

Bartok Béla Elméleti Liceum, Temesvar

Baréti Szabo David Iskolakézpont, Barot
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Orban Balazs Gimnazium, Székelykeresztur
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Le6wey Klara Liceum, Maramarossziget
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda
Szilvania Fégimnazium, Zilah

Aprily Lajos Fégimnazium, Brasso

Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem, Budapest
Németh Lészlo Elméleti Liceum, Nagybénya
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A versenyen résztvevé didkok névsora

Bacs Béla

Baricz Anita-Zsuzsanna

Biro Julia

Bir6 Timea

Bocz Péter

Boga Biborka

Borsos Balint

Csala Hunor

Csifo Laura

Csutak Baléazs

Dombi Krist6f Barnabas

Er6sdi Zakarias

Farkas Eszter

Gagyi Matyas

Gotha Gunnter Istvan

Gyarmathy Timea

Heidenhoffer Erhard

Horvath Ilka

Horvath Réka

Incze Zoltan

Jakab Benjamin

Juhész Zsolt

Juhos Attila

Kelemen Kinga
Orsolya

Koncz Botond

Kopacz Aniko

Kovacs Arnold
Kovéacs Péter Robert
Laczké6 Hunor

Lazar Ioan Stefan
Lengyel Kéroly

IX. osztaly

Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Aprily Lajos Fégimnazium, Brassoé

Tamasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Tamési Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Baréti Szabo David Iskolakézpont, Barot
Tamasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda
Orban Balazs Gimnazium, Székelykeresztir
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta
Marton Aron Gimnézium, Csikszereda
Bathory Istvan Elmeéleti Liceum, Kolozsvar
Orban Bal4dzs Gimnéazium, Székelykeresztar
Le6wey Klara Liceum, Maramarossziget
Németh Lészlo Elméleti Liceum, Nagybanya
Kolcsey Ferenc Fégimnézium, Szatmarnémeti
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Aprily Lajos Fégimnazium, Brasso

Aprily Lajos Fégimnazium, Brassé

Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta
Németh Laszld Elméleti Liceum, Nagybanya
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Baczkamadarasi Kis Gergely, Székelyudvarhely
Reformatus Kollégium

Marton Aron Gimnézium, Csikszereda
Salamon Erné Gimnazium,
Gyergyoszentmiklos

Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad
Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatméarnémeti
Petru Maior Iskolakézpont, Szaszrégen
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Lérinczi Norbert
Marthi Andrea
Mester Attila
Minor-Somlay Szilard
Nagy Istvan

Nagy Laszlo

Nagy Lilla

Nénia Csilla

Olah Istvan Tamés
Pal Magos Andrea
Puskas-Bajké Timea
Simo6 Magor

Simon Adam
Solyom Gellért
Szab6 Balint

Szabo Izabella
Szasz Apolka

Szasz Boglarka
Székely Attila

Tana Andrea-Timea
To6th Bianka

To6th Blanka

Varga Anett

Veres Kincsé

Vizi Elsd

Voloncs Alpar

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Szilvania Fégimnazium, Zilah

Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta
Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
Barték Béla Elméleti Liceum, Temesvar
Tamési Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Aprily Lajos Fégimnazium, Brassé

Tamasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Marton Aron Gimnézium, Csikszereda
Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Baro6ti Szabé David Iskolakdzpont, Barot
Baroti Szabo David Iskolakdzpont, Barot
Salamon Erné Gimnézium, Gyergyoszentmiklos
Aprily Lajos Fégimnazium, Brass6

Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatmérnémeti
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Marton Aron Gimnézium, Csikszereda

Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
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Bir6é Arnold-Csaba
Bitoanca Isabela
Borbély Andor
Buidin Thomas Imre
Cyrille
Cséaki Tamés
Dandei Szabolcs
Dancu Julia
Déavid Mark Tamas
Erés Csilla
Farkas-Pal Kristof
Forgacs Akos
Foldi Zsuzsanna
Gal Béni
German-Sallé Zoltan
Gulyés Beatrix
Harsa Mihaly
Hegediis Zsofia
Kantor Anna Erzsébet
Kari Taméas-Zsolt
Kémenes Attila
Kolumbéan Antal
Gybrgy
Kovacs Agota
Lacz Eszter
Lantzky Anna
Lorenzovici Zsombor
Mag Istvan
Magdoé Dorottya
Magyar Norbert
Makkai Hanna Borbala
Mihaly Lénard
Mihaly Bernadett
Miklés Aba Loérant
Popescu Andrea
Prosan Timea
Rancz Sandor

X. osztaly

Szakkozépiskola, Tasnad

Barték Béla Elméleti Liceum, Temesvar
Salamon Erné Gimnézium, Gyergyoszentmiklos
Bathory Istvan Elmeéleti Liceum, Kolozsvar

Orban Baldzs Gimnazium, Székelykeresztir
Szakkozépiskola, Tasnad

Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatmarnémeti
Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad

Petru Maior Iskolakdzpont, Szaszrégen

Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad
Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta

Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Székely Miké Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvéasarhely
Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Székely Miké Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Béathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvéasarhely
Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
Tamasi Aron Gimnazium, Székelyudvarhely

Szilvania Fégimnazium, Zilah

Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Taméasi Aron Gimnazium, Székelyudvarhely
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvéasarhely
Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta
Béathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Reformatus Kollégium, Szatmérnémeti

Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Baroti Szabo David Iskolakézpont, Barot
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Aprily Lajos Fégimnazium, Brass6

Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
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Reétyi Dorottya
Sallai Eliza

Sandy Balint Matyés
Soos Ildiko Csilla
Szab6 Agota Hella
Szész Tamés-Csaba
Székely Istvan
Szentpali Réka
Szilagyi Otto
Tamasi Timea
To6th Emdéke

To6th Melinda
Ulkei Zsofia

Bala Zsolt

Benks Maria Beatrix
Borbély Ruben-Zsolt
Boros Bernadett
Both Richéard
Cséaszar Szabolcs
Dudas Adam
Faluvégi Agota
Farkas Izabella Ingrid
Gazsa Gergd
Gothard Szabolcs
Gyorfi Csenge
Halada Szilard

Iffiu Szabolcs

Jaskoé Gyorgy
Kajanto Sandor

Kiss Gyongyi
Kurunczi Papp David
Laszlo Gabor
Lestyan Attila
Magyar Lilla

Marton Aron Gimnazium, Csikszereda
Apéczai Csere Janos Elméleti Liceum,
Kolozsvar

Marton Aron Gimnéazium, Csikszereda
Baroti Szabo David Iskolakézpont, Barét
Bartok Béla Elméleti Liceum, Temesvar
Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Salamon Erné Gimnazium, Gyergyoszentmiklos
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda
Orban Baldzs Gimnazium, Székelykeresztir
Aprily Lajos Fégimnazium, Brasso

Tamasi Aron Gimnazium, Székelyudvarhely

XI. osztaly

Baréti Szabo David Iskolakézpont, Barot
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda
Taméasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad
Szilvania Fégimnazium, Zilah

Baroti Szabo David Iskolakdzpont, Barot
Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatméarnémeti
Tamasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Tamési Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Taméasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Brassai Sdmuel Elméleti Liceum, Kolozsvar
Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad
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Maté Brigitta

Maté Péter
Matyas-Barta Kinga
Megyesi Attila
Murvai Dévid

Nemes Andras Zoltan

Olah Laszl6 Robert
Olah Matyas
Orban Eszter

Pall Jozsef Attila
Pall Katinka-Palma
Piis6k Noéra

Siké Tamas

Smeu Julia

Szab6 Sinka Samuel
Takacs Gergd
Varga Csenge
Zsebe Enikd

Bagoly Attila
Birtalan Zoltan
Budai Kinga
Cseh Julia
Demény David
Farkas Zita Agota
Filop-Balogh
Beatrix-Emdke
Gilyén Hunor
Gyéresi Hunor

Kegyes Krisztina-Timea

Kémenes Endre
Kilyén Nandor Alpar
Komaéan Zsombor
Kovéacs Boldizsar

Szilvania Fégimnéazium, Zilah

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatmérnémeti
Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Bartok Béla Elméleti Liceum, Temesvar
Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatmérnémeti
Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta

Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Székely Miké Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Tamasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvéasarhely
Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Reformatus Kollégium, Sepsiszentgyorgy

Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad
Kolesey Ferenc Fégimnazium, Szatmarnémeti
Jénos Zsigmond Unitérius Kollégium, Kolozsvar

XII. osztaly

Székely Miko6 Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Németh Laszlé Elméleti Liceum, Nagybanya
Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivaséarhely
Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
Tamasi Aron Gimnazium, Székelyudvarhely
Aprily Lajos Fégimnazium, Brasso

Béathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar

Janos Zsigmond Unitarius Kollégium, Kolozsvar
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvéaséarhely
Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Salamon Erné Gimnézium, Gyergyo6szentmiklos
Székely Mik6 Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Aprily Lajos Fégimnazium, Brasso

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvaséarhely
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Kuti-Kreszacs Matyéas
Kuzman Gabriella
Lakatos Tamas
Lazar Zsolt

Lengyel Sandor
Mester Agnes
Mbricz Sandor

Nagy Tamas

Péter Emdke

Polgar Istvan
Porsche Endre
Sandy Endre Kristof
Szabo Agnes

Szab6 Zsolt
Szabo-Gyorke Istvan
Szederjesi Arnold
Tomos Réka

Horvath Janos Iskolakdzpont, Margitta
Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatmarnémeti
Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatméarnémeti
Tamasi Aron Gimnazium, Székelyudvarhely
Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatmarnémeti
Székely Mik6 Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Szilvania Fégimnazium, Zilah

Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Marton Aron Gimnazium, Csikszereda
Salamon Erng Gimnéazium, Gyergyoszentmiklos
Taméasi Aron Gimnazium, Székelyudvarhely
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda
Horvath Janos Iskolakdzpont, Margitta

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvéaséarhely
Aprily Lajos Fégimnazium, Brasso6
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Miké Agnes, Sepsiszentgyorgy, 6, 8,
32,43
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