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ELOSzO

Jelen kiadvanyunk az Erdélyi Magyar Matematikaverseny
(EMMYV) 2010. évi forduldja alkalmaval jelenik meg, melynek
hazigazdaja 0jbol a sepsiszentgyorgyi Székely Mikod Kollégium.
Ez a verseny része annak a matematikai tehetséggondozo
mozgalomnak, melyet Bencze Mihaly brass6i matematikatanar
kezdeményezett éppen 20 évvel ezeldtt. Az Erdélyi Magyar
Matematikaversenynek mintegy masfél évtizeden at a Székely
Miko Kollégium adott otthont, mikdzben Székely Mikd
Matematikaverseny név alatt futott. Ebben a periodusban —
felkérésemre — Dr. Bege Antal, a Babes-Bolyai Tudomany-
egyetem docense latta el a versenybizottsag elnoki tisztét. Az
utébbi idoben matematikai vetélkedonk az FErdélyi Magyar
Matematikaverseny nevet viseli €s vandorversennyé valt: minden
évben mas-mas neves erdélyi magyar tannyelvii kozépiskola
szervezi a soron kovetkezd fordulot. Versenylink szerves része
egy, a Karpat-medencét atfogd6 magyar matematikai vetélkedo-
sorozatnak. Az Erdélyi Magyar Matematikaversenyen elért
eredmények alapjan valogatjuk ki azt a 60 tagh kozépiskolas
csapatot, akik Erdélyt képviselik a Nemzetkozi Magyar
Matematikaversenyen. Az EMMV koré egy matematikai alkoto-
miuhely is szervezddik: tobbségében eredeti, magyar ajka
matematikatanarok altal szerkesztett versenyfeladatok keriilnek
kitlizésre, melyek utdlag megoldasaikkal egyiitt szaklapokban és
matematikai gylijteményekben is megjelennek. Nem utols6 sorban
pedig matematika-eléadasok ¢és szakmai tanacskozasok is
szerepelnek a verseny programjaban.

Ugyanakkor  vandorversenylink  hazigazddi  mindig
gondoskodnak arr6l, hogy ez tobb legyen matematikai
vetélkedonél: Erdély kiilonbozé régioibol osszesereglett kozel 200
didk és tobb, mint 30 tanar izelitdt kaphat helytorténetbdl, vagy



éppen szinhazi eldadast tekinthet meg, ¢és minden esetben
szabadidds programokon vehet részt.

Most sorra keriil6 versenyiink a Bolyai-jubileum jegyében
zajlik. 150 ¢éve hunyt el minden idék legnagyobb magyar
matematikusa, Bolyai Janos, akit Erdély adott a magyar és
egyetemes tudomanyossagnak. Nagyrabecstiléssel és
biliszkeséggel adozunk emlékének. Sain Marton ,Nincs kirdlyi
ut!” cimi hires matematikatorténeti miivében igy méltatja Bolyait:
,1860. januar 27-én befejezte életét ez a langeszi, tragikus sorsu
férfi, akit a vilagon ¢€lt tiz legnagyobb matematikus kozt tartanak
szamon.”

Kiadvanyunk tartalmazza az EMMV 2010-es forduldjara
kitizott versenyfeladatokat és azok megoldasait, valamint a
résztvevl didkok és tanarok névsorat.

A versenyre érkezd csapatoknak sikeres versenyzést, és
kellemes 1do6toltést kivan a hazigazda nevében

BiRO BELA,
igazgatd
Sepsiszentgyorgy, 2010. februar 4.



FELADATOK XX. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY

FELADATOK
IX. OSZTALY

1. Ha a és b valds szamok, valamint ab € [—1,1], igazold, hogy

(a+b4+27>4(a+0b)(ab+1)
Bencze Mihaly, Brasso
2. a) Igazold, hogy barmely természetes szamnak és szamjegyei
Osszegének 9 -cel vald osztasi maradéka ugyanannyi!
b) Két természetes szam szamjegyeinek Osszege azonos, jeloljik ezt az
Osszeget k-val. A két szam szamtani kdzepe 9n + £ alaku, ahol n ter-
mészetes szam. Igazold, hogy a két szam kiilonbsége oszthato 18 -cal!
Kolumban Jozsef tanuld, Kolozsvar
3. Az ABCD paralelogramméaban AB > AD. Az E és F pont az

(AB) és (CD) oldal B, illetve D cstcsokhoz kdzelebb esé harmadolo
pontja. A G, és G, pont az ADFE , illetve BCF haromszog sulypontja
és G,G,NAD ={K}.
a) Igazold, hogy AK 1 és KG, _2
AD 5 GG, 5
b) Szamitsd kia DG, K és AG,G, haromszogek teriiletének aranyat!
Olosz Ferenc, Szatmarnémeti
4. Egy n X n -es tdblazat minden mezdjébe beirjuk az illeté mezd sora
¢és oszlopa sorszamanak kiilonbségét. Pl. n = 4 esetén a kovetkezd a
tablazat:

0 -1 —2 -3
1 -1 —2
2 1 0 —1
3 1 0

n’ (n2 — 1)
6
Bencze Mihaly, Brasso

Igazold, hogy a tablazatban szerepld szamok négyzetdszege
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5. Az ABC héaromszdg oldalain adottak az M € (BC), N € (AC) és
P € (AB) pontok ugy, hogy az AM, BN és CP egyenesek ossze-
futoak. Hatarozd meg a haromszog A és B szogeinek mértékét, ha
m(BAM) =20°, m(ABN) =30, m(BCP) = 20° és m(ACP)=30",

Csap0 Hajnalka, Csikszereda

6. Egy 9x9-es fehér-fekete ,sakktabla” els m;!;
soranak kozépsé mezdjén all egy babu, amelyet az

also sorba kell eljuttatni. Csak ,,sarokszomszédos”

(egyetlen kozds pontjuk van, az egyik csucs) fehér

mezdre léphet és csak lefele haladhat. Hany

utvonalon érhet az alsé sorba?

Miko Agnes, Sepsiszentgyorgy

X. OSZTALY

1. Igazold, hogy ha a, b és ¢ egész szamok, és a*> +b* = ¢, akkor
az abc szorzat oszthatd 60 -nal!

*kx
2. Igazold, hogy az ABCDEFG szabalyos hétszogben
1 1 1
= + i
AB AC AD
*kk

3. Adottaz M = {z € (C‘Izl = |z4 + 1| = 1} halmaz.

a) Hatarozd meg annak a sokszdgnek a teriiletét, amely csticsainak
affixumai az M halmaz elemei!

b) Igazold, hogy tetszéleges z € M komplex szamra

1

12n+4
z + —_
12n+4

n

=-1,VneN.

Bird Béla, Sepsiszentgydrgy
4. Igazold, hogy (log, 2)2 + (log, 3)2 +1>log,2+1og, 3.
Bird Béla, Sepsiszentgyorgy
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5. Adott az f:R — R, f( =21"+az’+br fiiggvény, ahol
a,bER és a® < 3b.

a) Igazold, hogy barmely d € R szamra az f(z) =d egyenletnek
legtobb egy megoldasa van.

b) Ha b >4, igazold, hogy az f(z)= f'(2) egyenletnek nincs

nullatol kiillonb6zoé megoldasal
Szasz Emese, Marosvasarhely

6. Az ABC haromszog (AB) és (AC) oldalan adottak a D és F
pontok, valamint BENCD ={P}. Ha T, =1, Ty, =4 ¢és
T.,p =2, szamitsd ki az ADPE négyszog teriiletét!

David Géza, Székelyudvarhely

XI. OSZTALY
n 1

1. Az (a,) sorozatra a, =0, a, >0 és q,, =) ——
n>1 n
= O T

n+1

minden n >1 esetén. Szamitsd ki a lim~/n (an o ta, . — 2an)

n—0o0

hatarértéket!
Bencze Mihaly, Brasso
2. Pistike kap a sziileitél n lejt, amit csak édességre kolt. Minden nap
vasarol egy édességet: egy cukorkat 1 lejért, egy csokit 2 lejért, vagy
egy fagyit 2 lejért. Hanyféleképpen koltheti el a pénzét?
Métyas Matyas, Brasso
3. Az A € M, (Z) matrixra
24 —A—1, =0,
Igazold, hogy:
a) det(A+1,)=38
b) det(A—1,)=0
c) Hatarozd meg az A matrixot!
Bird Béla, Sepsiszentgydrgy
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4. Igazold, hogy tetszOleges n természetes szam esetén a
2" + 3" s 2" + 3" szamok relativ primek!

Kacsé Ferenc, Marosvasarhely
5. Adott az o nullatol kiilonb6zé valdos szam és az f: R — R
fliggvény, amelyre

fa+a)+f@ =z, VzeR.

a) Igazold, hogy a ¢g:R—R, g@ = f@ —g fliggvény
periodikus.

b) Szamitsd ki a lim Sz +2an)

n—0o0 n

hatarértéket!

c) Adj példat olyan fiiggvényre, amely teljesiti a feltételben
megadott tulajdonsagot.

Kacso Ferenc, Marosvasarhely
6. Az O, és O, kozéppontu korok az A és B pontban metszik

egymast. Egy A ponton 4athaladdé egyenes masodszor az M
pontban metszi az O, kdzéppontld kort és az N pontban az O,
kozéppontu kort. Igazold, hogy MN <2-0,0,.

skesksk

XII. OSZTALY

1. Pistike kap a sziileitdl » lejt, amit csak édességre kolt. Minden
nap vasarol egy cukorkat 1 lejért, vagy egy csokit 2 lejért, vagy
egy fagyit 2 lejért. Hanyféleképpen koltheti el a pénzét?

Matyas Matyas, Brasso
2. A H, ={12..n} részhalmazai koziil véletlenszeriien
kivalasztunk egyet. Jelolje p, annak valoszinliségét, hogy a

kivalasztott részhalmaz tartalmaz legalabb egy teljes négyzetet.
Szamitsd ki a lim p, hatarértéket!

n—0o0

Bir6 Béla, Sepsiszentgyorgy
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3. Igazold, hogy nem léteznek olyan nullatdl kiillonb6zé m és n
természetes szamok, amelyekre m*+4n és n’ +4m is

négyzetszam.
**k*k

4. Adottaz a € C szdmés a
G ={X € M, (C)|det (X —al,) = 0} halmaz.
Az M, (C) halmazon értelmezziik az
A«B=AB—«a(A+B)+ (042 + 04)12’ VA, B € M, (C) miveletet.
a) Igazold, hogy G zart részhalmaza az M, (C) halmaznak a ,,x”
miuveletre nézve!
b) Igazold, hogy (G,*) a (H,-) csoporttal izomorf csoport, ahol
H= {X €M, (C)| det X = 0}, a mivelet pedig a matrixok
SZorzasa.

Bencze Mihaly, Brassé
5. Bizonyitsd be, hogy haaz f: R — R derivalhato fliggvény és
f(0) =0, akkor létezik olyan a € (0,1), amelyre

(1—f(a))f’(a)§%

Kacsé Ferenc, Marosvasarhely
6. Az O, és O, kozéppontu korok az A és B pontban metszik
egymast. Egy A ponton 4athaladé egyenes maésodszor az M
pontban metszi az O, kdzéppontld kort és az N pontban az O,
koézéppontua kort. Igazold, hogy MN <2-0,0,.

kosk ok
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MEGOLDASOK
IX. OSZTALY
1.
(a+b+2°>4(a+b)(ab+1) &
(a+b) +4(a+b)+4>4(a+b)ab+4(a+b) &
o (a+b) —4(a+b)ab+4>0 <
(a+b) —4(a+b)ab+4ay* +4(1—-a’b’) >0 <
< (a+b—ab) +4(1—a2b2)20,ami igaz, mert (a +b—ab)’ >0
és 1—a’* >0.

2.

a) a_a .00 —(a,_, +a,_,+..+a +a)=
=10""a, , +...+10a, + a, — (a, , + ...+ a, +q,) =.
=(10"" = 1)a,, +(10"* = 1)a,_, + ...+ 9a, =
=99..9a¢, ,+939..9a, , +...+9a, =

n—1 db n—2 db

= 9[11...1 a, , +11..1a, , +...+ al]
n—1 db n—2 db

Tehat egy szam és szamjegyei 0sszegének kiilonbsége oszthatd 9 -cel,

azaz 9 -cel val6 osztasi maradékuk megegyezik.

b) Legyen a két szam a és b. Az @) pont alapjan (a —k):9 ¢és

(b—k):9, tehat 1étezik 4,5 € N tgy,hogy a =9i+k és b =95+ k.

a+b _9. 147
2

lesz 9n + k alakt ha ¢ + j paros. Ekkor ¢ — j is paros és

a—b=9(i—j5)18.

3.

Ekkor

+ k. Ez a szamtani k6zép akkor és csakis akkor

AB+AC +AF AE +AD

a) GG, =AG, - AG, = 3 3
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Felhasznaljuk, hogy AC =AB+AD, AE =

B

A7 = ACH2AD o yapiuk GG, = 2 AB+3-AD

3 9

AK
Legyen — = «, ekkor
gy 1D o

KC, = AC, —AK =2 ABg3 AD 4D =
_ 2-AB+(3-9a)-AD

9
Mivel K,G,,G, egy egyenesen helyezkednek el, ezért a GG, ,
K@, vektorokban az AB, AD egyiitthatoi aranyosak: g: 3 39 ,

—9a

1 AK
ahonnan o = — = —

5 AD
Az o értékét felhasznilva: KG, = 10'AB4—’5_ 6:AD _ %-G1G2 ,
ahonnan KG, _ 2

GG, 5
b) Legyen AL és DM az A illetve D pontnak a K@, egyenestol
. . . AL AK 1 ,
mért  tavolsaga. AKL, ~ DKM, = — =——=—,  tehat
DM DK 4

Tiop KG,-DM
TAGIG, Gle AL

24_8
51 5

10
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4.

A feladatot matematikai indukcié modszerével igazoljuk.
n = 1 esetén a tablazat: @

0°(0* —1
Ekk0r0:02 :¥
n = 2 esetén a tablazat:
0 —1
1 0
. 2% (22 —1
Ekkor(—1)2+02+12+02:2:224 3 _ ( )
6 6 6
n —1 esetén a tablazat:
0 -1 —2 2—n
1 0 —1 3—n
n—-2n-3|n-4] .. | 0

Feltételezziik, hogy a tablazatban szerepld elemek Osszege:

(n=17((n—1"=1) (n—1)"(n’ —2n)

6 6
n esetén a tablazat:
0 —1 —2 2—n 1—n
1 0 —1 3—n 2—n
n—2 | n—3| n—4 0 —1
n—1| n—2 n—3 1 0

Az indukcio6s feltevést felhasznalva a tablazatban szereplé szamok
(n—1)° (n2 - 2n>
6
H + (-2 + 4+ 0-n)) =

(= (n? ‘2”>+2(12 +2 4t (1)) =

osszege: —|—((n—1)2 +.o 2 +12)+

6
_ (n—1)2<n2—2n)+2(n_1)n(2n_1) _ nQ(nZ—l)
6 6 6

11
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, " . * . n’ (TL2 B 1)
Tehat az 6sszeg minden n € N esetén ——.

5..

PBN = PCN = PBNC
harnégyszog =

m(?]@) = m(@) =20 =

PNQ = PAQ = PANQ
hirnégyszog =

m(APQ) +m(ANQ) =180°, B

ugyanakkor m(@) = m(%) ,mert ABN és APC hasonlo

haromszogek. Tehat BN , CP és AM magassagok =
m(MAC) = 90" —m(ACM) = 40" = m(BAC) = 60" =
m(ABC) = 180° — (50° +60°) = 70".

6.

A Dbeirt szamok azt mutatjak, hogy az illetd
mezOre hany tutvonalon lehet elérni. Az
utolso sorba tehat Osszesen
20+ 55+ 70 + 55 + 20 = 220 utvonal
vezet.

X. OSZTALY

1.

60=3-4-5¢és a 3, 4, 5 szamok paronként relativ primek, igy
elégséges igazolni, hogy abc oszthatd 3-mal, 4-gyel és 5 -tel.
Feltételezziik, hogy az, a, b és ¢ szdmok koziil egyik sem
oszthatd 3-mal, ekkor az a*, b és ¢’ szamok 3-mal vald osztasi
maradéka 1, igy az a® +b* szdm 3-mal vald osztasi maradéka 2.

12
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Ellentmondas. Tehat a harom szdm valamelyike oszthaté 3-mal,
azaz a szorzat oszthat6 3-mal.

Feltételezziik, hogy az, a, b és ¢ szamok kozil egyik sem
oszthatd 5-tel, ekkor az a’, b* és ¢’ szamok 5-tel vald osztasi
maradéka 1 vagy 4, igy az o® +b° szdm 5-tel vald osztasi
maradéka 0, 2 vagy 3. Ellentmondas. Tehat a harom szdm
valamelyike oszthatd 5 -tel, azaz a szorzat oszthat6 5 -tel.

Ha mindh4rom szam pératlan lenne, akkor a bal oldalon péros és a
jobb oldalon paratlan szam allna. Tehat legalabb egyikiik paros.
Ha legalabb két szadm paros, akkor a szorzat nyilvan oszthato 4-
gyel. Feltételezziik, hogy egy szdm pdros ¢és a masik kettd
paratlan. Még igazolnunk kell, hogy ez a szdm oszthaté 4-gyel.
Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy a paros szam az
egyenldség bal vagy jobb oldaldn van:

Legyen a=2m, b=2n+1 ¢és c=2k+1, ekkor
dm’ +4n’ +an+1=4E" +4k+1 => m’ +n(n+1)=k(k+1).
Mivel két egymas utin kovetkezd szam szorzata paros,
kozvetkezik, hogy m* paros, azaz m paros, tehat a4 . Igy abci4.
Legyen a =2m +1, b =2n+1 és ¢ = 2k, ekkor

4m® +4m +1+4n”> +4n +1 =4k, ami nem lehetséges, mert a
bal oldalon szerepld kifejezés 4-gyel vald osztasi maradéka 2,
mig a jobb oldalon szerepld szdm oszthat6 4 -gyel.

A fentiek alapjan abc:60

2.

Az AOB,, AOC,, AOD, -ben felirhatjuk, hogy :

AB = 2Rsin§, AC = 2Rs,in277r és AD = 2Rsin37”.
1 1 1 1 1 1

-+ & = + =
AB  AC  AD 2R sing 9Rsin 2*  2Rsin o
7 7

o 11 1
T w3 &
s sin—  sin—

7 7

13
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. 27 . 3w . m . 3w . T, 27
& sin —sin — = sin —sin — + sin —sin — <
7 7 7 7 7 7
5m T 4 27 3T T
& COS— — COS— = COS— — COS— + COS— — COS— <&
7 7 7 7 7

5T 3T 47 2
& COS— — COS — = COS — — COS — &>
7 7 7 7

L4 ow 3T .o
& 28in—sin— = 2sin—sin— <
7 7 7 7

Megjegyzés:

A bizonyitand6 Osszefiiggés igy is irhato:

AD-AC =AB-AD+ AB-AC(1).

Az ABDG négyszog korbeirhato, Ptolemaiosz tételét alkalmazva
kapjuk: AD-BG = AB-DG + BD-AG (2)

Felhasznalva a szabalyos hétszog tulajdonsagait (BG)=(AC),
(AD) = (DG) valamint (AB) = (AG)(3)

Ekkor (2),(3) = (1).

3.
a) Kimutathatd, hogy |2l = |z4 + 1| =1 egyenértékii a

2° 4+ 2" +1=0 egyenlGséggel.

14
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zz =1

r N —
Valoban, ha Izl—|z +1|—1 = (24 +1)<z4 +1):1 -

_ 1
z=— 1 A

(z2)' +2'+2'+1=1 ‘

242 4+1=0.

Masrésztha 2° +2' +1=0 = (z'i—l)(z8+z4+1):O =

z12—1:0:>z12:1:>|z”|:1:>

|2 =1 = |z21=1, és ha
s A 4l 4 T~
24+ +1=0= 2 (z +1>:—1 =
‘24 (z4 +1)‘ =1=
2| +1 =15 ]2* +1| =1.
A bizonyitasbol az is kideriil, hogy a
megadott komplex szamok nem
masok, mint azok a 12-ed rendi

egyseggyokok, melyek nem egyenldek

+1-gyel és +i -vel.

Ismeretes, hogy a 12-ed rendii egységgyokok az origd szimmetria-
kozéppontu szabalyos tizenkétszog csucsainak affixumai.

Ha eltavolitjuk a +1 ¢és +: komplex szamok mértani képeit,
akkor egy olyan nyolcszdget kapunk, amelyik feldarabolhatd 4
db. Egységnyi oldali szabdlyos haromszogre és 4 db. Olyan
egységnyi szaru haromszogre, melynél a szarak 30°-os szogeket
zarnak be.

Tehat a nyolcszog teriilete: 7 = 4 [% + i] =3 +1

1 i
b) ' +2'+1=0 = 2' +—=—1, masrészt 2" =1.
z

15
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12044 1 12\ 4 1 o 1 B
2 +z12n+4 —(Z ) Z +W—Z +z—4——1,(V)n€N.
4.
1 1
Legyen log,2 =2 €(0,1) = log, 3 = =,
2log,2 2z

Az adott egyenldtlenség a kovetkezd alakot olti:

9 1 1
r+t—+tIl>r+—.
4x 2z

e 1 1
Legyen tovabbd o + — =y = 2° +— = 3" —1.
2z 4z

Ezaltal a bizonyitando6 egyenldtlenség az y(y —1) > 0 alakra
hozhato.

. , 1 1
Kimutathato, hogy 2 + — =y > 2|z — = 2.
2z 2z

fgy a bizonyitando egyenlétlenség mar nyilvanvalo.

5.
a) Vz, = z,, z,,z, € R esetén
z,)— f(z
M:xf+xlz2+x§+axl+ax2+b:
Ty — Ty

=z} +(a+wz,)z, + 3, +az, +b

A=-37) —2az, +a’ —4b és ennek a  diszkriminansa
A, =16(a® —3b) <0, és ezért —3z; —2az, +a’ —4b <0,

Vz, € R ahonnan z; + (a + z,)z, + 2} + az, +b>0, Vz,,z, € R.
Tehat az f fiiggvény szigoruan novekvd R-en = [ injektiv =
Vd € R esetén az f(x) =d egyenletnek legtobb egy megoldasa

van.
b) Az f és f' fuggvények grafikus képei egymas szimmetri-
kusai az elsd szogfelezére nézve = a szigortan novekvd [ fiigg-

16



XX. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY MEGOLDASOK

vény az f ' fliggvényt csak az els6 szogfelez6n metszheti. Tehat
fo=f"w = fw=1r < "+a’+0b-1)z=0 <
z(2’ +az+b—1)=0 az z = 0 megoldas, de az

2’ +ar+b—1=0 egyenletnek nincs megoldisa, mivel

A=a"—4b+4<3b—4b+4=-b+4<0,hab>4.
6.

A
Jelolések: AE k., AD ky,
EC DB

T = TADEA » I = TDPEA . r E
T, Dfe—7

e L pp—opp. .
TCPBA 1 P 2
T

wee L po—upp 4
TBPCA 4 B C
(N N

1 BP 1 2

1
T+—+1

T, AE

BAEy _ - 2 :k1:>T—|—§=6/€1 (1)
Tyope, EC 442 2

1
T+ —-+2

T, AD

ADCy _ - 2 :]{;2:>T—|—§:5k2 ()
Type, DB 5 2

(1), (2) = 6k, — 5k, = —1.
Az ADC, -re és a BE szelore alkalmazzuk Menelaosz tételét

:A—E-E-@zl =k -4 L =1 =4k =k +1.
EC PD BA , +1
6k31—5k2:—1 3
Tehat , amit megoldva kapjuk, hogy &k, = = =
4k —k, = 7
:>T:6k:1—§:§.
2 14
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MEGOLDASOK XX. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY

XI. OSZTALY

1.
a, = = a, =1ésa, >0,tehat a, =1.

a, + a,

1 1 1 9 , ,

a, = + =1+ = a; =2 ¢és a, >0, tehat

a, +a, a,+a, 1+ a,
-

A matematikai indukcié médszerével igazoljuk, hogy a, =/n —1

barmely n € N* esetén.
Feltételezziik, hogy a, =~/n—1.

L 1 1 .
Ekkor anH:Z—:a”—i—— = a,, —ad=1 =
k=1 Gy, + Q1 a, + (S}

a’,=nésa, >0= a, =~n.Tehata, =n—1,VneN .

n+1

lim\/ﬁ(an+2 +a,, —2an): lim\/ﬁ(\/njtl +J_—2\/n—1>:

= lim[ﬁ(«/n—i— —\/n—l)—i—\/ﬁ(\/_—x/n—l)}:
2+/n n 1

= lim =14+-—=
o n+1++n—1 J—+x/n— 2

2.

Ha k € N, legyen P, a k lej elkdltési modjainak szama.

Els6é nap vagy egy cukorkat vagy egy csokit vagy egy fagyit

vasarolhat.

Ha egy cukorkat vésarol, akkor k£ —1 leje marad, amit P, _,

féleképpen kolthet el. Ha egy csokit vagy egy fagyit vasarol,
akkor k£ —2 leje marad, amit P, , féleképpen kolthet el.

Tehat P, = P, +2P,_,, Vk > 3.
A karakterisztikus egyenlet: 2* —x —2 = 0 megoldasai 2 és —1,
tehat a (P,)_, sorozat altalanos tagja P, = a2+ 3(—1)" alaku,

ahol o, 3 € R.

wlw
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XX. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY MEGOLDASOK

1 lejt egyféleképpen lehet elkolteni, mert csak egy cukorkat lehet
ra vasarolni. 2 lejt hdromféleképpen kolthet el, mert vasarolhat ra
két cukorkat vagy egy csokit vagy egy fagylaltot, igy P =1 ¢és

P, =3.
. , 2, 1
Innen 2a— 3 =1 ¢és 4a+ (3 =3. Tehat 0425 és Bzg, azaz

P _ 2n+1 _|_(_1)TL .
n 3

3.
A ¢) pont megoldasaval kezdjiik

Eszrevehetd, hogy 24> — A— I, = (A—I1,)(2A+1,).

Emiatt az adott egyenlet az (A—1,)2A+1,)=0,, Ac M,(Z)
alakra hozhat6. A tovabbiakban kimutatjuk, hogy a 24+ I,
matrix invertalhato.

a b ¢
Legyen A=|d e f|le M,(Z)=
g h i
(2a+1) 2b 2c
det2A+1,)=| 2d (2¢+1)  2f |,ami
2¢ 2h (2i+1)

nyilvanvaloan paratlan egész szam = det(24+1,) =0, és ezért
az adott egyenlet mindkét oldalan levé matrixokat jobbrol
szorozhatjuk a (24 + I, ) matrix inverzével.

fgy azt kapjuk, hogy A—I, =0, = A=1,.

Ezek alapjan az a) ¢€s b) alpont allitasai nyilvanvaloak.
A+ 1, =21, = det(A+1,)=2"det I, =8
A-1,=0, = det(A—1,) =0
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MEGOLDASOK XX. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY

Megjegyzés: Az adott egyenlet tényleges megoldasa nélkiil is
lehet bizonyitani az a) és b) alpontok allitasait:
24> —A—1,=0, = AQA—1,)=1I, = det A-det(2A—1I,) = 1.
De det A, det(2A—1,) € Z , tehat det A = +1.
Ugyanakkor 24> —A—1, =0, = A+ 1, =2A" =
= det(A+1,)=2"det(4’) =8 = det(A+1,)=8.

24 —A—-1,=0, = 24’ -1,)=(A-1,) =

= 2A4-1L)A+1L)=(A-1,) =
= 2°det(A—I,)det(A+ I,) = det(A—I,) =
= 63det(A—1,)=0 = det(4A—1,)=0.

4.

Legyen a =2" + 3" és b=2"" +3".

Feltételezziik, hogy létezik olyan p primszdm, amely a és b
kozos osztdja. Kovetkezik, hogy 2a —b = 5-3" is oszthatd p -vel.
Ez azt jelent, hogy p csak 3 vagy 5 lehet. De p nem lehet 3,
mert 2" + 3" nem oszthatd 3 -mal.

Masrészt ab = 2*"" + 3" +7.6" =

=(2+43)(2" -2 3+27 .3 — 4 3")+ 76",

¢és ez nem oszthato 5 -tel, ami azt jelenti, hogy sem a, sem pedig
b nem oszthatd 5-tel, azaz p = 5. Tehat nincs olyan p, amely a

két szadm kozos osztoja, vagyis a és b relativ primek.
5.
a) Mivel f(z+a)+ f@) =1z, Vz € R, ezért
fz+2a)+ f(x+a)=z+a, VzeR.
Kovetkezik, hogy

f(x+2a)—f@)=a, VzeR.(1)
Ez még igy is irhato:
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XX. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY MEGOLDASOK

T+ 2a

f(z+2a)— :f(x)—g,VxER.
Kovetkezik, hogy a ¢g:R—R, g@ =f@ —% fliggvény

periodikus, periddusa 2a.

b) Az a) alpont alapjan f(x + 2an) — L +22an

:f(z)—g,vagyis
fz+2a)=f@ +an, Ve eR,VneZ.

Tehat lim M = lim [M +a

n—00 n n—00 n

=a, Vx €R.

Mas megoldas
Alkalmazzuk a Cesaro-Stolz-lemmat, majd az (1) allitast, =
helyett (z + 2an)-et irva:
lim —f(:c + 2an) = lim flz+20(n+1)-](@+2m) =lima=a.
n—oo n n—oo n —"— 1 —_ n n—0o0

c) Barmely a = 0 esetén 1étezik olyan fiiggvény, amely a
feladatbeli tulajdonsaggal rendelkezik. Példaul:

Fa) = 2r —a

. T
+ sin—.
a

6..

Legyen P és @ aBpont
atmérésen ellentett pontja
az 0,, 1illetve 0,
kézépponta  koron. Ekkor
m(m) = m(m) =90°
, mert atmérore illeszkedo
szogek, tehata P, A és Q
pontok kollinearisak.
BPA = BMA és EQ\A = BNA (ugyanazt a korivet zarjak kozre).
Tehat BPQ, ~ BMN, és BP > BM , mert az atmér6 barmely
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MEGOLDASOK XX. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY

BP _ PQ _,

hurnal hosszabb = — = > = PQ>MN =
BM  MN

2-0,0, > MN .
XII. OSZTALY

1. Lasd a XI. osztaly 2. feladatat.
2.

Elészor meghatarozzuk a H halmaz azon részhalmazainak

szamat, melyekben nincsenek  teljes  négyzetek. Az
1,2,3,...,n szamok kozott [«/n] darab teljes négyzet talalhato, a

kovetezdk: 17,2°,3%,....[vn] .

A H,-nek n—[Jn] darab olyan eleme van, ami nem
négyzetszam, tehat azon részhalmazainak szama, amelyekben
nincsenek négyzetszamok 2" ", Kovetkezésképpen H, halmaz

azon részhalmazainak szama, melyek tartalmaznak legalabb egy

teljes négyzetet: 2" — 2" V",

Tehat a keresett valdsziniliség:

o _ 2n*[«/ﬁ] 271,7[«/17] 1

b, = on =1 on 2[«/’7]

n—00 n—o0

1
li = lim|1— =1.
im p, 1m[ 5 ]
3.
Feltételezziik, hogy léteznek olyan més nnullatdl kiilonbozd

természetes szamok, amelyekre m*+4n és n’ +4m is
négyzetszamok. Ha m<mn, akkor

n*<n’4+4m<n’+4n<(n+2). Igy n*+4m=(n+1)" és
innen 4m =2n +1, ami ellentmondés, mivel 4m paros, 2n +1
pedig paratlan szam.
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XX. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY MEGOLDASOK

4.

a) Az értelmezés szerint

AxB—al,=AB—a(A+ B)+d’l, = (A—al,)(B —al,) ésigy
det(A* B—al,) =det(A—al,)det(B—al,) =0, VABcG
esetén.

b) Ertelmezziik az f:G — H figgvényt, ahol f(X)=X —al,.
Ekkor f(AxB)=AxB—al,=(A—al,)(B—al,) = f(A)f(B),
VA,Be€ G esetén. Az f injektiv, mert f(X,)= f(X,) esetén
X —al,=X,—al,,azaz X, = X, . A fiiggvény értelmezésébol
kovetkezik, hogy f sziirjektiv, igy bijektiv. Mivel (H,-) csoport
és f bijektiv, ezért (G,*) = (H,-), tehat (G,x) is csoport.

5.
A bizonyitando egyenldtlenség igy is irhato:
2f" (@ —2f (@ '@ <1.
Ezért tekintsik a g: R — R, g =2f @ — f* (z) fuggvényt, és
alkalmazzuk a Lagrange-tételt a [0,1] intervallumon:
Ja€(0,1): g'@ = g(1)—g(0). (1)

Mivel
g @ =2f ) -2f@ f @), Vr R,

g)=2f1) =2 1)=1—(f(1)=1),és g(0) =0, ezért az (1)-bél
kovetkezik, hogy

Ja € (0,1):2f (@ —2f @ f(@w=1—-(f1)-1) <1,

amit bizonyitani kellett.

6. Lasd a XI. osztaly 6. feladatat.
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DIAKOK NEVSORA XX. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY

A XX. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENYEN
RESZTVEVO DIAKOK

Csiky Gergely Iskolacsoport, Arad

Kurunczi-Papp David 9 Kurunczi-Papp Konrad
Nagy Eduard-Sandor 9 Vamos Timea-Imelda
Smeu Julia 9 Boros Zoltan-Janos
Szab6 Endre 9 Hadnagy Kinga

Baroti Szab6 David Iskolacsoport, Baréot

Farkas Izabella Ingrid 9 Szekeres Szidonia
Zajzon Csaba 9 Szabd Eniko
Farkas Domokos 10  Kakucs Szende

Aprily Lajos Fégimnazium, Brassé

Foris Zsuzsika 9 Tomos Réka
Horvath Istvan 9 Berceni Robert
Jani Andras 9 Lengyel Hunor

Farkas Zita-Agota 10 Likacs Bettina
Koman Zsombor-Attila 10  Nagy Ferenc-Zsolt

Salamon Erné Gimnazium, Gyergyoszentmiklos

Kémenes Endre 10 Gabor Szabolcs-Laszlo
Polgar Istvan 10  Gyorgy Levente
Bartalis Szilard 11 Kecseti Hunor
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XX. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY DIAKOK NEVSORA

Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Antal Emoke 9 Sandy Endre-Kristof 10
Balint Akos 9 Szabo-Gyorke Istvan 10
Boldizsar Noémi 9 Csiszér Agnes 11
Boros Bernadett 9 Ilyés Attila 11
Csaszar Szabolcs 9 Tanko Kincso 11
Matyas-Barta Kinga 9 Bedd Anita 12
Szatmari Anna 9 Buslig Szabolcs 12
Nagy Tamaés 10  Ferencz-Hanke Réka 12
Péter Emoke 10 Jéanos Csongor 12

Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely

Lestyan Attila 9 Miklés Melinda 11
Biré Daniel 10 Zso6gon Csilla 11
Budai Kinga 10 Szabo Agnes 12
Cseh Julia 10

Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar

Jasko Gyorgy 9 Vajda Szabolcs 11
Deak Norbert 10 Varhelyi Melinda 11
Fiilop Balogh Beatrix 10 Brudasca Renata 12
Emoke Kolumban Jozsef 12
Kegyes Krisztina 10  Kovacs Krausz Zoltan 12
Durugy Akos 11 Sebestyén Balazs 12
Takécs Petra 11
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Brassai Samuel Elméleti Liceum, Kolozsvar

Kiss Gyongyi 9 Prezenszky Tamas 9

Janos Zsigmond Unitarius Kollégium, Kolozsvar

Gilyén Hunor 10

Octavian Goga Fégimnazium, Margitta

Bagosi Béla Sandor 10 Olah Matyas 11
Szabo Agnes Teréz 10 Jakab Lilla 12

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely

Benk6 Maria Beatrix 9 Szederjesi Arnold 10
Borsos Tamas 9 Vass Gergely 10
Kiss Anna 9 Bartos Julia 11
Maté Péter 9 Benedek Annabella 11
Pall Katinka Palma 9 Borsos Zalan 11
Szabo Zsolt 10 Fehér Aron 11
Béni Lehel 10  Puskas Timea 11
Bordi Eszter 10  Konnerth Raimund 12
Kovacs Boldizsar 10 Siité Szabolcs 12

Németh Laszl6 Elméleti Liceum, Nagybanya

Nagy Lorant 9 Lakatos Csilla 11
Szika Ott6 Zsolt 10 Modis Laszlo 12
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Arany Janos Fégimnazium, Nagyszalonta

Fechete Tibor 9 Balazs Norbert Mihaly 11
Kiss Annamadria 9 Varga Roland 11

Ady Endre Liceum, Nagyvarad

Kadar Gergely 9 Palai Sandor 10
Sacal Krisztina-Beata 9 Batori Norbert 11
Székely Adam 9  Marton Sandor 11
Petd Ferenc 10  Suciu Renata 11

Mihai Eminescu Fogimnazium, Nagyvarad

Lengyel Erzsébet 9 Halasz Hajnalka 10
Gyorgy Szabolcs 10  Fazekas Norbert 11

Mikes Kelemen Elméleti Liceum, Sepsiszentgyorgy

Demeter Ibolya-Brigitta 10  Godri Csilla 11
Simon Norbert 10  Lérinczi Abel 11

Reformatus Kollégium, Sepsiszentgyorgy

Balogh Istvan 9 Szab6 Sinka Samuel 9
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Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy

Cseh Tiinde 9 Mester Agnes 10
Halada Szilard 9 Pintér Viktoria 10
Holinka Botond 9 Acz¢él Andrea 11
Iffia Szabolcs 9 Héjja Rudolf 11
Janos Olivér Ferenc 9 Orban A. Szabolcs 11
Janosi Zsolt 9 Orban M. Szabolcs 11
Laszl6 Gabor 9 Rab Enik§ Sarolta 11
Mester Nagy Levente 9 Jakab Istvan-Barna 12
Orban Eszter 9 Lakatos Istvan 12
Pal Jozsef-Attila 9 Sasu Robert 12
Bagoly Attila 10 Sipos Lehel 12
Kilyén Nandor Alpar 10

Ham Janos Romai Katolikus Iskola, Szatmarnémeti

Kostyal Maskulik Ditta 10

Kolcsey Ferenc Fogimnazium, Szatmarnémeti

Doloczki Lilla 9 Mile Laszl6 11
Olah Laszlo 9 Tempfli Arnold 11
Lakatos Tamas 10  Bodor Zoltan 12
Lengyel Sandor 10  Mandici Szilard 12
Sajtos Istvan 10 Polcz Péter 12
Bondici Laszlo 11 Simon Erika 12
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Petofi Sandor Liceum, Székelyhid

Major Lajos 11

Orban Balazs Gimnazium, Székelykeresztur

Sandor Csanad 10  Farkas Agnes 12
Hevele Balazs 11 Hevele Istvan 12

Tamasi Aron Elméleti Liceum, Székelyudvarhely

Birsan Norbert 9 Pall Tamas 10
Borsay Zsuzsanna 9 Porsche Endre 10
Gothard Szabolcs 9 Birtalan Arpad Zsolt 11
Gyorfi Csenge 9 Csiki Timea 11
Kajant6 Sandor 9 Tikosi Kinga 11
Pal-Szilagyi Regina 9 Vass Balazs 11
Piis6k Noéra 9 Zongor Lajos 11
Demény David 10 Gencesi Marta 12
Lazar Zsolt 10  Pall Levente 12

Bartok Béla Elméleti Liceum, Temesvar

Nemes Andras 9 Szantd Zoltan 10
Virginas Tar Agnes 9 Szilveszter Istvan 11

Silvania Fégimnazium, Zilah

Faluvégi Agota 9 Laszl6 Alma 11
Mathé Brigitta 9 Péterfi Zsuzsanna 12
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RESZTVEVO TANAROK NEVSORA

Betuker Enikd
Bir6 Zoltan

Both Mihaly Gébor
Cséaki Agnes
Csaki Gabor
Csurulya Edit
Dani Zsuzsa
Darvas Annamaria
Deak Eva

Egyed Géza
Gyorgy Eva
Hathazi Annamaria
Henning Edit
Jakab Tibor

Kéry Hajnal

Kiss Gyula

Kiss Maria

Koszta Zoltan
Kovacs Béla
Kovacs Lajos
Matyas Matyas
Mikoé Agnes

Nagy Ors

Nagy Zoltan

Octavian.Goga Fégimnazium
Salamon Erné Gimnazium
Székely Miko Kollégium
Székely Miko Kollégium
Székely Miko Kollégium
Reformatus Kollégium

Nagy Moézes Elméleti Liceum
Baréti Szab6 David Szakkodzépiskola
Székely Mikoé Kollégium

Nagy Mézes Elméleti Liceum
Salamon Erné Gimnazium
Bathory Istvan Elméleti Liceum
Székely Miké Kollégium
Székely Miké Kollégium

Mihai Eminescu FOgimnazium
Silvania Fégimnazium

Arany Janos Fégimnazium
Székely Miko Kollégium
Kolcsey Ferenc Fogimnazium
Tamési Aron Elméleti Liceum
Transilvania Egyetem, Brasso
Mikes Kelemen Elméleti Liceum
Babes-Bolyai Tudomanyegyetem
Ady Endre Liceum
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Nemes Andras Bartok Béla Elméleti Liceum
Nevelits Gyongyvér Kolcsey Ferenc Fogimnazium
Olah-Ilkei Arpad Baroti Szab6 David Szakkodzépiskola
Pall R. Olga Marton Aron Gimnazium

Péter Andras Csiki Gergely Iskolacsoport
Sebestyén Jozsef Orban Balazs Gimnazium

Stan Agota Bolyai Farkas Elméleti Liceum
Szabo Zoltan Aprily Lajos Fégimnazium

Szasz Arpad Mikes Kelemen Elméleti Liceum
Szilagyi Emoke Bolyai Farkas Elméleti Liceum
Tamaési Csaba Marton Aron Gimnazium

Vass Csilla Kovaszna Megyei Tanfelligyelség
Zéakany Monika Németh Laszl6 Elméleti Liceum
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