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A tudomdny és a miivészet
Arisztokratizmusa vitathatatlan
Popper Péter

Az Erdélyi Magyar Matematika Verseny 1990-1991-es tanévben
indult Brassobodl, évente tobbfordulds vandorversenyként. A versenyt
rendre tobb kiilonbdzd varosban szervezték meg, mas-mas név alatt, igy
Brassoban Wildt Jozsef Verseny, Sepsiszentgyorgyon Székely Miko
Matematika Verseny, Csikszereddban Madérton Aron Emlékverseny,
Székelyudvarhelyen Bolyai Farkas Verseny, Marosvasarhelyen pedig
Bolyai Farkas, majd Hegyi Lajos Emlékverseny néven keriilt megren-
dezésre. A kezdeti nehézségek kikiiszobolésében és a verseny folytonos-
sdganak biztositdsdban fontos szerepe volt a Biré Béla 4ltal igazgatott
Székely Miké Kollégiumnak, ahol tobb mint 10 alkalommal sikeriilt a
versenyt megszervezni.

Az évek sordn az EMMV a Nemzetk6zi Magyar Matematika Ver-
seny erdélyi valogat versenyévé valt és ugyanakkor hazai elismertségét
is kivivta. Az idéntdl a Babes-Bolyai Tudomédnyegyetem Matematika-
Informatika Kara az itt szerzett oklevelet beleszdmitja a felvételi pont-
rendszerbe a magyar, a romdn, illetve az angol tagozaton egyarant.

A versenyen évente koriilbeliil 200 didk vesz részt, és az elmdlt 17
év alatt a legjobb versenyzd didkok koziil tobb kozépiskolai tandr,
egyetemi oktatd, kutatd keriilt ki. Reméljiik, ez a tovabbiakban sem val-
tozik. Természetesen a verseny azon kiviil, hogy a cstcsteljesitményre
képes didkok kivalasztasara lehetdséget ad, egy kommunikacids férumot
biztosit tigy a tandroknak, mint a didkoknak és nagymértékben hozza-
jarul egy redlis értékrend kialakitdsahoz, hisz ne feledjiik, hogy a mate-
matika tanuldsanak és tanitdsdnak igazi célja a vildg dolgainak és
rendjének minél mélyebb megértése.

Az idei versenyen tobb kisérleti jellegli Gjitas is szerepel, a legfonto-
sabb taldn a két {rasbeli préba bevezetése, ami reméljiik, hogy jobb
valogatést eredményez. .

Koszonettel tartozunk a Mdarton Aron Gimnazium vezetOségének,
tandri kardnak, a tdmogatOknak, valamint a felkészitd tandroknak,
amiért lehetové tették, hogy az idén is sikeres, rangos rendezvény
johessen létre.

Andrds Szildard



1. NAP XVII. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY

9. osztaly
1. Igazoljuk, hogy minden n € N"\ {1} esetén n" >1-3-5-...-(2n — 1)
Lacko Jozsef, Csikszereda

2. Az abeRa<b szamok esetén hatdrozzuk meg az
E(z) =vz—a ++b—z kifejezés minimumat és maximumat az [a,b]
intervallumon.

Tamdsi Csaba, Csikszereda

3. Bizonyitsuk be, hogy ha z, >z, >... >z, > 0, akkor

n 3
> 3|
k=1

Bencze Mihdly, Brasso

i:(?,k‘z —3k+1)z; <

k=1

4. Egy bélteremben kerek asztalok vannak, minden iilés foglalt. Mieldtt
tancra perdiilnének a kovetkezd jatékba kezdenek: mindenki percenként
egy iiléssel jobbra iil. Ha valamely asztalndl mindenki visszakeriil az
eredeti helyére, akkor anndl az asztalndl iil6k a helycsere irdnyat
megvdltoztatjdk. Ha minden asztalndl mindenki megint az eredeti
helyén iil, akkor kezdddik a tanc. Lesz-e tanc a balban?

Csapé Hajnalka, Csikszereda

5. Legyen neN, n>3 pdratlan és nem primhatviny. Jelolje
n<mn<..<rn az n-nél kisebb és n-nel relativ primek véges
sorozatat. Bizonyitsuk be, hogy:
a) létezik j € {2,3,...,k} agy, hogy r, —r_, =2.
b) létezik i € {2,3,...,k} Ggy, hogy r, —r_, = 3.
Darvas Tamds, Barot

6. Hatdrozzuk meg azokat az n >1 természetes szdmokat, amelyekre
léteznek az A, B halmazok ugy hogy
ANB=g,AUB={12,...,n} és
A={z+y|layeBrye N*} B={ay|z+yec AzyecN*}
Dobribdn Edgdr, Kolozsvdr
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10. osztaly

1. Oldjuk meg az egész szamok halmazédban az
" + " = 20087y — 2006 egyenletet!
Laczké Jozsef, Csikszereda

2. Hatdrozzuk meg azokat a tizes szamrendszerbeli a, b, ¢, z
szamjegyeket, amelyek teljesitik a kovetkezd feltételeket:
i) az n =abc, +bca, + cab, természetes szam oszthat6 15-tel (x

a szamrendszer alapjat jelenti);
i) az a, b, ¢ szamok egy szigorian ndvekvd szdmtani
haladvényt alkotnak.
Miké Agnes, Sepsiszentgyirgy

, (z+y) =2—y
3. Oldjuk meg az .
(z—y)

n >1 rogzitett természetes szam.

egyenletrendszert, ahol z,y € C és

Tamadsi Csaba, Csikszereda

4. Szamitsuk ki az zy + yz + zz 0Osszeg értékét, ha z,y,z > 0 és
4oy +y =4
vty =T
4+t =3
Farkas Csaba, Székelykeresztiir

5. Legyen A, B és C egy kor harom rogzitett pontja. Igazold, hogy az
ABC héiromszog akkor és csakis akkor egyenlé oldald, ha

PA+PC=PB a B-t nem tartalmazé AC nyilt koriv barmely P
pontja esetén.
David Géza, Székelyudvarhely

6. A jégkorongcsapat szurkoldja szerencsés, ha a szezon 6sszes mérkozé-
sén jelen volt, amikor a csapat nyert, de egy mérkdzésen sem volt jelen
mikor a csapat vesztett. Egy szurkol6tdbor szerencsés, ha a szezon végére
lesz legaldbb egy szerencsés tagja. Az egyik szurkoldtdbor kieszelt egy
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1. NAP XVII. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY

stratégiit, amivel a szezon végére szerencséssé valik, a mérkdézések
kimenetelétdl fiiggetleniil. Az éppen soron kovetkezd mérkdzés eldtt
dontik el, hogy ki megy el a mérkdzésre és ki nem. Ha a szezonban
Osszesen n mérkdzés van, akkor legaldbb hany tagja kell legyen a szur-
kolétabornak? Adjuk meg a szurkol6tdbor egy lehetséges stratégidjat
(koztudott dolog, hogy a jégkorong mérkdzések végeredménye sosem
dontetlen).

Darvas Tamds, Barot

11-12. osztaly

1. Egy n -ed rendli determindns minden sordban és minden oszlopaban
az 1, 2, 2°, ..., 2"" szdmok vannak elhelyezve valamilyen sorrendben
ugy, hogy egy sorban, illetve egy oszlopban is minden szdm pontosan
egyszer szerepel. Bizonyitsuk be, hogy az ilyen determindns értéke nem
nulla.

Kacso Ferenc, Marosvdsdrhely

2. Az ABCD trapézban AB || CD, O az atlok metszéspontja, G, és G,

az OAB illetve OCD haromszogek silypontja, H, és H, az OBC

illetve ODA hiromszdgek magassagpontja. Igazold, hogy G,G, L H H,.
Tamadsi Csaba, Csikszereda

3. Legyen n € N', paros és nem kettShatvény. Jelolje r, <7, <...<mn,
az n -nél kisebb, n -nel relativ primek véges sorozatét. Bizonyitsuk be,
hogy Iétezik j € {2,3,...,k} ugy, hogy r, —r,, =4.

Darvas Tamds, Barot

4. Egy mxn-es (m,n € N') tdbldzat minden mezején egy pohdr 4ll,
talpra éllitott helyzetben. Egy 1épés azt jelenti, hogy kivalasztunk i sort
és j oszlopot és a kdzos mezdkben levo poharakat megforditjuk (vagyis
ha talpon 4lltak, akkor fejre allitjuk, ellenkezd esetben talpra allitjuk).
Ennek a [épésnek véges sok ismétlésével elérhetd-e, hogy minden pohar
fejjel lefele alljon? Térgyal4s.

Andras Szildrd, Kolozsvdr
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5. Igazold, hogy a Fibonacci-sorozat elsé 2n tagja koziil barhogyan is
véalasztunk ki (n+1)-et, a kivélasztott szdmok kozott mindig lesz két
olyan szdm, melyek koziil az egyik oszt6ja a masiknak!

Dadvid Géza, Székelyudvarhely

6. Egy csiga végigjar egy 10x10-es négyzethdldt ugy, hogy minden
mezOre pontosan egyszer ,l1ép”, egy mezordl csak oldalszomszédos
mezore 1éphet. Megszdmozzuk a mezdket 1-t8l 100-ig aszerint, hogy
melyik mezdre hanyadik 1épésénél 1épett a csiga. Ezutdn két tetszdleges
oldalszomszédos mezdn szerepld szdmot ugyanazzal a természetes
szdmmal noveliink, vagy csokkentiink é&s ezt tobbszor is
megismételhetjiik. Elérhetjiik-e, hogy minden mez6n ugyanaz a szdm
szerepeljen?

Csapo Hajnalka, Csikszereda
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9. osztaly

1. Igazoljuk, hogy birmely n € N' esetén léteznek olyan =,,z,,...,v

természetes szamok, amelyekre
1 1 1 1
—t =t —F—=1.
T T, T Ty Ty eer T

n n

dksk

2. Az ABC haromszog bels6 P pontjan keresztiil meghizzuk a
PA', PB', PC’ parhuzamosokat az A, B és C csticsokbdl kiindulé

oldalfelez6khoz (A’ € BC', B’ € AC, C' € AB). Bizonyitsuk be, hogy

PA' + PB'+ PC’ = g PG,
ahol G az ABC haromszog silypontja.
Longdver Lajos, Nagybdnya

3. Az n e N pdros szdm esetén az aq,, a,, ..., a, szdmok fele 1-gyel,
fele 2-vel egyenld. Bizonyitsuk be, hogy

B B

ahol {z} az z € R tortrészét jeloli.

Kacso Ferenc, Marosvdsdrhely

4. Az M pont az AAAA, konvex négyszog egy tetszOleges belsd
pontja. Legyen G,, G,, G, és G, rendre az MAA,, MAA, MAA,
illetve MA,A haromszog silypontja. B,, B,, B, és B, az AA,, AA,
A4, , illetve A,A, oldalak felezdpontja. Bizonyitsuk be, hogy G,B,,
G,B,, G,B, és G,B, 0sszefutd egyenesek.

Tamdsi Csaba, Csikszereda



XVII. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY 2. NAP

10. osztaly

1. Hatarozzuk meg az f:R — R injektiv és a ¢g: R — R sziirjektiv
fliggvényt, ha
Flg(y) = f@g(y),
barmely z,y € R esetén.
Kacso Ferenc, Marosvadsdrhely

2. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a
108506 (7 — 1) +10gygr (. —1) =3 — g (Im - 24)
egyenletet.
Kovdcs Lajos, Székelyudvarhely

3. a) Igazoljuk, hogy ha «, 3,y paronként kiilonb6z6 komplex szdmok

és » € C, akkor
a(z=p=1) , Blz=v-a)  1iz-a-0)
(a=B)a=y) B-=7)B-a) (v—a)(y-5)
b) Jeldlje A, B,, C, az ABC héaromszog BC, CA, AB oldalainak

felez6pontjat, R a haromszog koré irt kor sugardt, H a magassagpont-
jat, m,, m,, m, az oldalfelezOk hosszat és legyen P egy tetszdleges

a

pont a haromszog sikjaban. Igazoljuk, hogy
i) R(a-PA +b-PB, +c- PC)) Z%abc;

ii) a-m,-HA+b-m,-HB+c-m, - HC Zgabc.
Szdsz Robert, Marosvdsdrhely

4. Az ABC héaromszog tetszOleges belsd pontjan keresztiil meghtizzuk
az MN, PQ, ST pérhuzamosokat a BC, CA, AB oldalakhoz, ahol

M,Pe AB, 5,Q € BC, N,T € AC . Igazoljuk, hogy
T[ASQ,]+ T[BNT,]+ T[CMP,] = T[ABC,].
Longdver Lajos, Nagybdnya
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11. osztaly

1. Hatdrozzuk meg azokat az (z,) _ nemnegativ szdmokbdl 4ll6 val6s

n>1
szamsorozatokat, amelyek teljesitik az 2]+, +..+2’ =z,2,,,
Osszefiiggést, barmely n > 1 természetes szdm esetén!

David Géza, Székelyudvarhely

2. Szamitsuk ki a BA matrix determindnsat, ha n € N* és

1 2 3 .. 2n—1 2n
2 3 4 2n 1

A=13 4 5 1 2 | valamint
n n+l n+2 n—2 n-—1

(—=2n)" (=2n) ... (=2n)"
Miké Agnes, Sepsiszentgyirgy
3. Legyen a,b € R, lal = |b| és A, B € M, (R) két olyan matrix, amelyre

a-AB=1,+b-BA.lgazoljuk, hogy det(AB— BA)=0.
Longdver Lajos, Nagybdnya

4. Adott a kovetkez0 sorozat: o, =a =2, a, = a4 5
a—

2
a,

:+,han22.
a, —2a, +2

a’rH»l
Igazoljuk, hogy: a, +2a, +2°a, +...+2" 'a, = a,a,...a, , barmely n >1
esetén. Vizsgaljuk a sorozat konvergencidjat és hatdrozzuk meg a

hatarértékét. Hatdrozzuk meg a sorozat altalanos tagjat!
Kovdcs Béla, Szatmdrnémeti
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XVII. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY 2. NAP

12. osztaly

1. Az f,9:]0,1] — [0,00) folytonos fiiggvények esetén
inf f(z)= Oi<n£1 g(x) .

0<z<1

Igazoljuk, hogy létezik A € [0,1] tigy, hogy

PN +5f) = g*(A) +59(N).
Farkas Csaba, Székelykeresztiir

2. Az f:(1,4+00) — (1,400) derivdlhaté fiiggvény teljesiti a kovetkezo
feltételeket:
a) F(f(z)F(z)=1, Yz € (1,+00);
b) f(+2) =+2.
Igazoljuk, hogy barmely =z € (1,+00) esetén f(f(z))= =, majd hatdroz-
zuk mega f ésa F fiiggvényeket.
Szdsz Robert, Marosvdsdrhely

)

3. Az A,B,C,D € M, (C) métrixok az X’ = .

egyenlet kiilon-

b6z6 megolddsai. Igazoljuk, hogy A*" + B*" + C*" + D*" =0, .
Bencze Mihdly, Brasso

4. A G(a,a) = [a‘l‘,—i—oo] halmazon értelmezziik az
1
vey = (" —a)(y" —a)+a)
miiveletet, ahol a,« > 0. Igazoljuk, hogy (G (a,a),*) Abel-féle csoport
és (G (a,a),*) = (G (b,B),*), birmely b,3 > 0 esetén.
Bencze Mihdly, Brasso

11



1. NAP MEGOLDASOK

MEGOLDASOK - 1. NAP
IX. osztaly

1. Alkalmazzuk a szdmtani és a mértani kozéparanyos kozotti
egyenlGtlenséget az 1,3,5,...,2n —1 szdmokra és figyelembe vessziik,

hogy 1+3+5+...+(2n—1)=n’.
2 —
Lo 1+34+5+..+2n—1) S T
n n
Mivel a szamok nem mind egyenldk egymadssal, az egyenl6tlenség szigoru,
tehdt n -edik hatvanyra emelés utdn kapjuk, hogy »n" >1-3-...-(2n—1).

2. A négyzetgyokok értelmezésébdl x € [a,b].
Az y=+z—a+~b—2z >0 kifejezés pontosan akkor maximadlis vagy
minimélis, ha y* maximalis, illetve minimalis.
Y =b—a+2Jaz—-a)(b—1z)>b—a,
tehdt y_, = b —a , mert ezt az értéket x = a vagy z = b esetén el is éri.
Az (A+B) +(A—B) =2(A+B’) azonossig felhaszndldsdval
irhatjuk, hogy v* =2(b—a)— (\/x —a —~b— :13)2 és ez akkor maximalis,
ha (\/:v —a —+b— a:)2 =0, azaz ha vz —a = b — z . Innen kovetkezik,

hogy an:a—i—b

esetén éri el a maximumdt és y, = /2(b—a).

3. Ha n =1, akkor az egyenl6tlenség teljesiil. A tovabbiakban a
matematikai indukcié moédszerét hasznaljuk. Feltételezziik, hogy igaz
n -re €s igazoljuk (n +1) -re.

n

”i(sk? —3k+ 1)z} = [Z(3k2 —3k+1)z;
k=1

k=1

+(8(n+1 =3(n+1)+ 1)z}, <

n 3
Zka —l—(i’m2 +3n+1)x3+1 <

k=1

2
2 3$72:+1 [E xk:] - xiﬂ + (3112 +3n + 1) xiﬂ <

k=1

12



MEGOLDASOK 1. NAP

n+1 3 n+l 3
Z 2 3 2 3 3 3

Ty + (3n + 3n + 1) In+1 —3n xn,+1 - 3nxn+1 - In+1 - : :In,
k=1

k=1

<

.1 - A matematikai

Az utols6 becslésnél felhasznaltuk, hogy Zxk > nx
k=1

indukci6 elve alapjan a bizonyitand6 egyenl6tlenség igaz barmely n > 1
esetén.

4. Jeloljik n,, n,, ..., n, -val az asztalokndl levo helyek szdmat. Ha az
n, Ny, ..., n, legkisebb kozos tobbszorése N , akkor N perc utin

minden asztalnal ismét az eredeti sorrendben iilnek, tehat kezdodhet a
tdnc. Természetesen el6fordulhat, hogy ez a szdm annyira nagy, hogy
ennyi helycsere gyakorlatilag kivitelezhetetlen.

S. a) Legyen p az n legkisebb primosztdja. Az a=p—1¢és b=p+1
szdmok n -nél kisebbek, és n-el relativ primek valamint egymast

kovetd paros szamok.
b) A feladat feltételei mellett n=pp;..p; alakba irhaté

(2<p <p,<..<p,) Legyen a=p, és b=p,.p,. Mivel a és b
relativ primek, kovetkezik, hogy 1étezik c,d € Z ugy, hogy ca +db =1,
€s lcal <n .

L.eset: Ha ¢ pozitiv, akkor blca —1 = (b,ca—2) =1 és (bca+1)=1.
Természetesen (a,ca+1)=1 és (a,ca—2)=1. Ezek utdn egyszerl
beldtni, hogy ca —2 és ca +1 két egymdst kovetd n -nél kisebb és n -
nel relativ prim.

2.eset: Ha ¢ negativ, akkor b|-—ca+1= (b,—ca+2)=1 és
(b,—ca —1) = 1. Természetesen (a,—ca —1)=1 és (a,—ca +2)=1. Ezek
utdn egyszerQ beldtni, hogy —ca +2 és —ca —1 két egymadst kovetd n -
nél kisebb és n -nel relativ prim.

6. Nyilvan ha valamelyik halmaz iires, akkor a masikban sem lehet egy
elem sem, de AU B ={1,2,....n},n >1 miatt ez lehetetlen. Tehat egyik
halmaz sem lires, és igy n > 2.

Az A={z+y|zy € B,z,y € N*} feltételt ugy tudjuk 4tirni, hogy az

A csakis olyan elemeket tartalmaz, amelyek felirhaték z + y alakban,

13



1. NAP MEGOLDASOK

aholz,y e N* észy e B, és minden ilyen tipusi elemet tartalmaz.
Hasonléan atirhatjuk a mésik feltételt is.

Ha n =2, akkor az A ={2},B = {1} halmazok megfelelnek, mivel
2=1+411-1=1€eBé 1=1-11+1=2€ A.

Ha n =3, az 1 nem lehet A -ban, mivel ekkor 1=z + y,z,y € N*
kellene, ami lehetetlen (z,y>1). Tehidt 1€ B, 1{igy mivel
1=1-1=1+41=2€¢ A. Ha 3€ A, akkor 3=1+2=1-2=2€¢B
ellentmondas, mert 2c A. Ha 3¢ B, akkor 3=1-3=1+3=4c A
ellentmondas mert n=3. Tehat n =3 esetén nem léteznek ilyen
halmazok.

Bebizonyitjuk, hogy n > 4 esetén sem léteznek megfeleld halmazok.
Ha 4 € A, akkor 4 =2+2¢ A miatt 2-2 =4 € B lehetetlen. Ha 4 € B,
akkor 4 =2-2 € B miatt 242 =4 € A lehetetlen. Tehdt a 4 nem lehet
benne egyik halmazban sem, igy nem létezik megfeleld A és B
halmaz.

X. osztaly

1. Alkalmazzuk a szdmtani mértani kozepek kozti egyenldtlenséget
2006 darab 1 -esre és 2*"" -ra, illetve 3™ -ra.

2008 2008
" 4+y 42006 > QOW = |$y| > xy.

2008
Egyenl6ség csak akkor teljesiilhet, ha z*"" = ¢*™ =1 és z, illetve y
azonos elgjeliiek, tehdt csak az z=y=1 illetve z=y=-1

megoldasok léteznek.

2. A b) feltétel alapjan felirhatjuk, hogy a=0—r, ¢=0b+r, ahol
r > 0 a haladvany dllando kiilonbsége.
n = abc, +bea, +cab, = (a+b+c)(z* +z+1)=3b(2* + z+1).

Az 2* +x+1 Osszeg csak 5m +1, 5m +2, 5m + 3 alaki lehet, azaz
nem oszthaté 5 -tel. Ezért n csak akkor oszthaté 15-tel, ha b oszthatd
5-tel, és mivel b szdmjegy, b = 5. A szdmrendszer alapja tehét legalabb
7 kell legyen, mert ha b=5 és az a, b, ¢ szdmok egy szigorian
novekvd szdmtani haladvanyt alkotnak, akkor ¢ > 6. Sorra vessziik az
z lehetséges értékeit, és a kovetkezd megoldasokat kapjuk:
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a=4 [a=4 [a=3 [a= a=3 [a=2
b=5 |b= =5 [b=5 |b= b=
c=6"|lc=6"|c=7"|c=6"|c=T7"|c=8
x=7 |[z=8 |zr=8 |z= T = T =

3.Han=1,akkor z+y=2—-y=y=0,1igy (z,0) pdrok megoldasok,
VzeC. Ha n>2 az els6 egyenletet n-edik hatvdnyra emelve, a
mdsodikat  behelyettesitve = majd  4trendezve  kapjuk, hogy

(z+ y)[(m + y)"z’1 - 1} =0, ahonnan z +y =0 vagy (z + y),m —1. Az

elsé esetben z+y =0 é z—y =0, tehdt az z = y = 0 megoldds ado-
2k
+ zsinz—”l, ahol

dik. A midsodik esetben x4y = cos—%

2
n

2k 2k .
k€{0,1,2,...,n° —2}. Innen =z —y = cos 2n7r + isin Znﬂ'l’ tehat a
n° — n°- —
megoldasok
2km 2knm i . 2kmw . 2knm
T = —|COS—; 4+ cos 3 —+ —|[sin 3 4+ sin 3
n-—1 n- —1 n- —1 n- —1
1 [ 2km 2knm ] 7 [ . 2km . 2knm ] ’
Yy =—|Cos—; — COs —; + —(sin—; — Sln—;
2 n —1 n —1 n —1 n —1

ahol k£ € {0,1,2,....,n> — 2} .

4. 1. megoldas. Mivel az z° + zy + v kifejezés a koszinusz tételben
szerepld kifejezés, ezért létezik egy olyan hdromszog amelynek az
oldalai 2,z,y, hasonldan 1étezik olyan hdromszdg amelynek az oldalai
\7,y,2 és létezik olyan haromszog, amelynek oldalai /3,2 2 . Ezeknek
a haromszogeknek az z,y, y,z, illetve z,z oldalai altal bezart szog
mértéke 120°. Ha ezeket a kis hdromszogeket Osszeillesztenénk a
megfeleld oldalndl akkor egy olyan hiromszoget kapnidnk amelynek
belsejében van egy olyan pont amelyb6l minden oldal 120° fokos szog
alatt l4tszik, és amelynek oldalai 2,+/3,+/7 . Ez a hdromszdg derékszogli

és a teriilete % = /3. Ugyanakkor a kis hdromszdgek teriiletének

Osszege a nagy haromszog teriilete, tehat

15
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. 0
ZM_ZZy\é—_\/—(xquszrzx)

T,Y,2 T,Y,2
Tehat /3 = \/—(xy—i—yz—i—z:v) ésigy ay+yz+z2c=4.
2. megoldas. Az elsé egyenléség mindkét oldaldt beszorozzuk
(z —y)-nal, stb. Azt kapjuk, hogy:

2t —yt =da—4y,

v -2 =Ty -7z,

22— =32-3z.
x4+ 3y

Ha 6sszeadjuk a megfeleld oldalakat azt kapjuk, hogy z = . Az elsd

és a harmadik Osszege egyenld a madsodikkal (a jobb oldal miatt),
ahonnan 22" +ay+ 2 =vyz, ide z= %By -t helyettesitve,

37" +2zy —y’ = 0 adddik. Ez alapjdn y = 3z (kozben haszndljuk, hogy
z,y > 0, tehat azonos eldjelliek), tehdt z = %I és igy 132” = 4, vagyis

2 6 5
. = . z =
V13 V13 V13

5. El6szor azt igazoljuk, hogy ha a haromszog egyenld oldald, akkor
PB=PA+PC.

1. modszer: A PABC korbeirt négyszogre felirjuk Ptolemaiosz tételét:
PA-BC +PC-AB=PB-AC, ahonnan, mivel AB=BC=CA,
kapjuk, hogy PB = PA+ PC.

2. modszer Meghosszabbitjuk a PC szakaszt a CD = AP
szakasszal, gy hogy C € (PD). Azt kapjuk, hogy PD=PA+PC, tehat

igazolni kell, hogy PD=PB. Konnyen belithatd, hogy a BAP hiromszog
egybevagé a BCD haromszoggel, ahonnan kovetkezik, hogy PB=BD.
Mivel a BPD szbg 60°, kovetkezik, hogy a PBD haromszdg egyenld
oldalu, tehat PB=PD.

A tovdbbiakban igazoljuk a kijelentés forditottjit. Mivel

z >0 alapjdn z = ésinnen zy + yz + 20 =4.

PB = PA+ PC minden P-re az AC Korivrél, ezért sajatosan a P-t ugy

vélasztjuk meg, hogy elészor az AC Koriv felez6pontja legyen, majd a
ugy, hogy PA=2PC. Mindkét esetben felirva Ptolemaiosz tételét a
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PABC négyszogre azt kapjuk, hogy: PA-BC + PC-AB=AB-AC,
ahonnan egyik esetben kovetkezik, hogy BC + AB =2AC, a mésik
esetben, pedig 2BC + AB =3AC. Ezen utébbi két egyenldségbdl
kovetkezik, hogy BC=AC. Ha a P-t tigy valasztjuk meg, hogy elészor az
AC Koriv felezOpontja legyen, majd ugy, hogy PC =2PA, akkor a
fentiekhez hasonléan azt kapjuk, hogy AB=AC, tehit a hiromszog
egyenld oldalu.

6. Belatjuk, hogy 2" létszamu szurkolétdbor esetén kieszelhetd egy
stratégia, amely a szurkoldtabort szerencséssé teszi.

Az els6 mérk6zés elétt a szurkol6tdbor vezetbje kijelol 2" embert
aki megnézheti a mérkézést, a tobbi nem mehet el. fgy az elsé mérkozés
utdn pontosan 2" szurkolé reménykedhet abban, hogy szerencsés lesz
a idény végén. Ezek koziil a szurkolétabor vezetdje kijeldl 2" embert, aki
megnézheti a misodik mérkdzést, a tobbi pedig nem mehet el. Ezt a méd-
szert folytatva, az idény végére lesz pontosan egy szerencsés szurkold.

Belathat6, hogy ennél kevesebb szurkolé esetén nem biztosithat6
hasonl¢ stratégia. Az utols6 mérkdzés eldtt 1éteznie kell legaldbb 2
»addig” szerencsés szurkolénak. Ellenkezd esetben az utolsé mérkdzés
kimenetele befolydsolhatja azt, hogy szerencsés lesz-e a szurkol6tdbor
vagy sem. Hasonlé meggondolés alapjan az utolsé eldtti mérkdzés elott
legaldbb 4 ,,addig” szerencsés szurkold sziikséges, az azel6tti mérkdzés
eldtt 8 és dltaldban az els6 mérkdzés eldtt 2" .

XI-XII. osztaly

1. Igazoljuk, hogy a determindns értéke paratlan. Ha a determindns
minden elemét helyettesitjiik a 2-vel valé osztdsi maradékdval, akkor az
igy kapott determindns paritisa megegyezik az eredeti determindns
paritasaval. Masrészt az {gy kapott determindns kifejtése, az értelmezés
alapjdn, csak egy nemnulla tagot tartalmaz és az 1 vagy —1. Ez alapjén
az eredeti determindns pdratlan, tehat nem lehet 0.
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A M B
Mivel G, és G, rajta van az OM és ON oldalfelezén és a trapézban
M,0,N kollinedris, elég igazolni, hogy MN -H,H, = 0. Ezt a kovet-
kez6képpen alakithatjuk:

MN -H,H; = (ON — OM - (OH, - OH,) = 0,
1 oy (o ——s
5(AD+BC)-(0H1 —OH,) =0,
AD-OH, - AD-OH, + BC-OH, — BO-OH. = 0. (1)

Mivel AD 1L OH, é BC LOH,= AD-OH, =0, BC-OH, =0,
illetve m(ﬁ, Wf;) = m(ﬁ;) =90°— 3 és ha az OBC illetve az
ODA héiromszogekben felirjuk a BC, OH,, illetve AD, OH,
szakaszokat a koré irt kor sugardnak fliggvényében (AD = 2R sina,
OH, = 2R, cosa , stb.), kovetkezik, hogy BC -OH, — AD-OH, = 0 azaz
teljesiil az (1) egyenlOség.
3. A feladat feltételei mellett n = 2'plp!...p alakba irhat6 (p, kiilon-

boz6 paratlan primek). Az a = p,p,...p, —2 és b = p,p,...p, +2 szdmok
teljesitik a feltételeket.
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4. Az e-edik sor f-edik pohardt ha 6sszesen z,; -szer forgatjuk, akkor

m_ n
a pohdrforgatidsok szdma szef‘ Ha a kivant allapot elérhetd,
e=1 f=1

akkor ennek a paritdsa megegyezik az mn paritdsdval, mert ez mn
darab pdratlan szam Osszege. Masrészt egyszerre ¢j darab forgatdst
végziink, tehat 4jv a forgatdsok szama, ahol v a 1épések szdma.
Eszerint v €s mn ugyanolyan paritasiak. Ez lehetetlen, ha az m és
n paratlan de az 7 és j koziil valamelyik paros. S6t ha % is és j is
paros, de az m és n kozil csak az egyik pdros, akkor szintén nem
lehetséges, mert ebben az esetben minden sorban és minden oszlopban a
forditdsok szama péros, de ugyanakkor, ha m paratlan, akkor minden
oszlopban (és ha n paratlan, akkor minden sorban) pdratlan sok
forgatast kellene végezni. A tovabbiakban igazoljuk, hogy ha ¢ és 7
paratlan, akkor tetszéleges m,n esetén, ha 7 paros és j paratlan, akkor
paros m -re és tetszéleges m -re, ha j paros €s ¢ pdratlan, akkor péaros
n -re és tetszéleges m -re, mig ha 7-is és 7 -is paros, akkor paros m -re
és n -re elérhetd a kivant konfiguracio.

Ha ¢ pératlan, akkor minden pohar %-szer fordul meg egy oszlopban,

ha rendre kivélasztjuk a k -adik elemtd] kezd6dGen a kovetkezd ¢ sort
(az utolsé utan az elsé kovetkezik). Ha 4 pdros, akkor az elsé 7 — 1 sort
mindig valasztjuk és az utolsé sornak rendre valasztjuk az 1-edik,
(i + 1)-edik, stb., n -edik sort vélasztjuk. gy ismét minden pohar
paratlan sokszor fordul meg. Ha ezt a két kivélasztdsi format Ossze-
kombindljuk, mindig elérhetd a kivant allapot.
S. Felhasznaljuk, hogy ha n osztja az m -et, akkor az F, osztja az F, -
et, tehat elégséges igazolni, hogy ha az {1,2,...,2n} halmazbdl
kivélasztunk n +1 elemet, akkor koztilk mindig lesz két olyan szdm
melyek koziil az egyik osztéja a mdasiknak. Ennek érdekében a
kivédlasztott n+1 szdmot 2".p alakba frjuk, ahol p pératlan és
p<2n—1. Mivel 1-t6l 2n-ig csak n pdratlan szdm van, ezért a
kivélasztott n +1 szadm koziil legalabb két szdmndl a p ugyanaz kell
legyen, vagyis van két olyan szdm, amelyek 2°-p és 2'.p alakdak,
amelyek koziil az egyik oszt6ja a mésiknak.
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6. A mezdket kifestjiilk sakktdblaszerien, igy két oldalszomszédos
mezd szine kiilonbdzd. A fekete mezdn szerepld szamok 0sszegébdl
kivonjuk a fehér mezdn szerepld szdmok 6sszegét. Ez a kiilonbség nem
véltozik, ha két oldalszomszédos mezOn szerepld szdmot ugyanazzal a
természetes szammal noveljiik, vagy csokkentjiik.

A csiga is fekete mezordl fehérre, és fehérrdl feketére 1€p, igy
kezdetben a péros szdmok mind azonos szinii mezdkon helyezkednek el,
a pdratlanok szintén. Tehdt a kiindulé kiillonbség 1-2+3—4+...
..+99—-100 = —50 vagy 50. Ahhoz, hogy minden mez6n ugyanaz a
szdm szerepeljen, ez a kiilonbség 0 kellene legyen, viszont ez nem
lehetséges, mert ez a kiilonbség invaridns.
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MEGOLDASOK - 2. NAP
IX. osztaly

1. Az n=1 esetén z, =2. Az n=2 esetén z, =2 és z, =3 (vagy
forditva). A tovadbbiakban a matematikai indukcié médszerével igazol-
juk, hogy tetszbleges n > 3 esetén is léteznek olyan természetes szamok,
amelyek teljesitik az adott egyenldséget. Ha n + 1-re is ugyanazokat az
T, ,,...,x, szamokat hasznéljuk, akkor az

1 1 1 1 P
—+— 4. t+t—+———=1¢€s
‘Tl I‘Z In ‘Tl ‘TZ o 'In,
1 1 1 1 1
b=t ——+ =1
Il ‘TZ In, In+1 Il I‘Z o 'ITH»]

egyenldségekbdl kovetkezik, hogy

1 1 1
+ =
T\ Ty T, T,y

n

T, X, Zy...T,

Ha ebbdl kifejezziik az z
Osszefiliggést kapjuk, tehdt ha z,,z,,...,7, € N, akkor z

1 n

-et, akkoraz z,,, =1+ z,7,...7,

n+1 n+1

€N ésigya
matematikai indukcié elve alapjdn kovetkezik a feladat 4llitdsa.

n+1

2. A P ponton keresztil MN, TQ, RS parhuzamosokat hizunk a
BC, AC és AB oldalakkal (R,Q € BO,N,S € AC, M,T ¢ AB). Az

igy keletkezett PRQ, PNS, PTM héaromszogek az ABC harom-
szOggel hasonldéak és benniik a PA’, PB’, PC’ szakaszok oldalfelezok.

Ezért
2.PA'=PR+PQ, 2-PB' =PN +PS, 2.PC' =PT + PM .

2~(ﬁ+ﬁ+?€’):ﬁ+@+ﬁ+?§+ﬁ+w@
2-(ﬁ+ﬁ+ﬁ)=(ﬁz’+m)+(7@’+ﬁv’)+(ﬁ+ﬁ9’)<:>
2-(ﬁ+ﬁ+ﬁ)=ﬁ+ﬁ+m=3-lﬂ_@,

ahonnan kovetkezik a kért Osszefiiggés.
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2
3. El6szor kiszdmitjuk az S, = {%} + {2—} +.o.+ {%} Osszeget.
Ha k € N* és k paros, akkor

k 2m mo . k
2 _ 27 _ 4ol e +4m7 +---+1+%,tehét {%}:%

3 3 3
Ha k pératlan, akkor
2k 22m+1 22711, 4m 1
— = :2—:2—:2[4”‘*1+4m*2+...+1+—]:
3 3 3 3 3

>

= 24" 447" +...+1)+§

k
tehat {%} :% Ezek alapjan S, = g, ha n pdros és S, = 3n6+1 , ha

n pdratlan. Alkalmazzuk a Cauchy-Bunjakowski egyenldtlenséget a

2 n
a, , Ja,, ..., Ja_, illetve 2 , 2 yeres 2 szamokra (és
NN RSN SERE -

hasznéljuk azt, hogy n péaros):

2 22 2"
R R 8 b EN R S
n n [n n3
— _+2_ —_— = .
ERRTRTRE
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4. A BG, és B,G, metszéspontjat jeloljik P-vel. A B B,GG,
négyszog trapéz €és az MBB, haromszdgben ?\f{? :%, tehat
1

Gp = GG, _2 . Ezek alapjén irhatjuk, hogy

PB, BB, 3

3P~ 3 MG +2 MB, _ 2 MB; +2 MB, _ MA + MA, + MA, + M4,
a a 5 - 5 '

Hasonl6an a B,G, és B,G, szakaszok P’ metszéspontjéra is teljesiil az

MA + MA, + MA;, + MA,
)
Osszefiiggés, tehat a négy szakasz dsszefutd.

MP' =

A,
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X. osztaly

1. Mivel g sziirjektiv, létezik olyan y, € R, amelyre g(y,) = 1. A feltétel

alapjan f(g(zy,)) = f(z).
Az f injektivitdsa alapjan kovetkezik, hogy g(zy,)=2, Yz e R. Az

y, nem lehet 0 ésigy g(u) = iu , Vu € R . Ha ezt visszahelyettesitjiik

Yo

az adott feltételbe, akkor az f(azy) = ayf(r) egyenldséghez jutunk, ahol
o=2 Az z=1 &tékre kovetkezik, hogy f(y) = af [l]y , VyeR,
a

Yo a
tehdt az af [l] =b jeloléssel f(z)=0bzx, Yo € R. Lathat6, hogy ezek a
a
fliggvények teljesitik a megadott osszefliggést.

2. Vegyiik észre, hogy = =2 megolddsa az egyenletnek. Bebizonyitjuk,
hogy mds megoldédsa nincs. Az értelmezési tartomény (I{J/ﬂ,+00). Ha

Y24 < 2 <2, akkor az egyenlet bal oldala negativ, a jobb oldala
pozitiv. Ha z > 2, akkor az egyenlet bal oldala pozitiv, a jobb oldala
negativ.

3. Az a) alpontot szdmoldssal ellendrizziik. A tovabbiakban tekintsiik az
ABC héromszog koré irt kor kozéppontjat origénak és legyen «, 3 és
v az A, B és C csucs affixuma valamint z a P pont affixuma. Ha

A, B, és (, az oldalak felezdpontjai, akkor PA = ‘z %‘,
PB, —‘za—i—,y‘ és PC, = zo‘—;rﬁ‘ fey R=1a1=|8=|n| és
a= , b=|y—q|, illetve ¢=|a—pg|. Az a) alpontban igazolt

Osszefiiggésbe helyettesitsiink z helyett 2z -t. Vildgos, hogy az azonos-
sdg alapjan irhatjuk, hogy
la@z=B-| [B2:=v-a)| [1(2z=a-B)|
(@=B)a—| [B-nE-a) [-a)-8)]"

és ez épp a bizonyitand6 egyenldtlenség.

>1
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A madsodik egyenl6tlenség igazoldsa hasonld, csak origénak a hirom-
sz0g magassagpontjat tekintjiik és P -t a stilypontnak valasztjuk.

4. Jelolje T az ABC haromszdog teriiletét.

A
I
P
Zéng V§
B 5 0 C

T[CMP)=T —T[ACP,|-T[BCM,]|=T —T[ACO,]|—-T[BOC,|=
T[CMP,]=T[AOB,].

Hasonléképp
T[BNT,]=T[A0C,];

T[ASQ,] = T[BOC,].
T[ASQ,)+ T[BNT,]+ T[CMP,|=T[AOB,]+ T[AOC, |+ T[BOC,]=T.

XI. osztaly

1. Felirva a megadott Osszefiiggést (n+1)-re is €s abbdl kivonva az n -re
megadott Osszefliggést azt kapjuk, hogy 2., = z,.,7,., — 7,.,2,, Vn > 1,
vagyis, hogy =z, (z,,—z,,+z,)=0Vn>1, ahonnan kovetkezik,
hogy barmely n >1 esetén z,,, =0 vagy z,,, —z,., +2z, =0.

Ha létezik olyan n, € N', amelyre z, =0, akkor, mivel
T+ 4+ :1:72% =u,7,, , kovetkezik, hogy =z =z,=..=2, =0.
Tehét ha a sorozatnak minden hatdron tdl van 0-4s tagja, akkor minden
tagja 0, ami teljesiti is a feladatban megadott feltételt.
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A tovabbiakban azt az esetet vizsgaljuk, amikor a sorozatnak nem
minden tagja 0. Ebben az esetben 1étezik olyan n,természetes szam ugy,
hogy a sorozat tagjai az n,-adik tagig mind nulldk, és att6l kezdve egy
tagja sem nulla. Legyen « a sorozat elsd nulldtdl kiilénbozd tagja.
Konnyen belathatd, hogy a kovetkezd tagok a, 2a, 3a, 5a, 8a, ...,
F.a,...,ahol F, a Fibonacci-sorozat k-adik tagja.

Tehéat a megadott feltételt csak a 0, 0, ..., 0, a, a, 2a, 3a, 5a,
8a, ..., F.a,... alaki sorozatok teljesitik.

2. Mivel a B matrix (2n,n) tipusd, az A pedig (n,2n) tipust, a BA
szorzat (2n,2n) tipust lesz. Az A és a B madtrixok rangja legfeljebb n

lehet, a szorzat rangja viszont nem lehet nagyobb a tényezdk rangjanak
minimumadnal, tehdt a BA rangja is legfeljebb n lehet. Ez azt jelenti,
hogy a (2n,2n) tipusi BA matrix determindnsa nulla.

3.a0a-AB=1+b-BA< a-(AB-—BA)=1 +(b—a)-BA.
a-AB=1 +b-BA<b-(AB—BA) =1, +(b—a) AB.
Tudjuk, hogy barmely A € R és A, B e M, (R) esetén igaz a kovetkezd
Osszefiiggés:
det(I, + X\- AB)=det(I, + X- BA).
Ez alapjan
det[I, +(b—a)- BA] = det[I, +(b—a)- AB]

tehat

det(a-(AB — BA)) = det(b-(AB — BA)), vagyis

a" -det(AB — BA) =b" - det(AB — BA), ahonnan

(a" —b")-det(AB — BA) =0 ésigy det(AB—BA)=0.

4. Az a=0 esetén a sorozat minden tagja 0, a sorozat allandd,

konvergens és hatdrértéke 0. Az a =4 esetén a sorozat: 4,2,2,....2,...,

ez szintén allandd sorozat a masodik tagtdl kezdve, tehat konvergens és

hatarértéke 2. Mindkét sorozatra teljesiil a vizsgalt egyenlOség.

Legyen a =2 és a=0. Az n=1 esetén az egyenldség nyilvanvald.
2a a’

Az n =2 esetén a, +2a, = a+ =——=qu,.
a—2 a—2
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2

< P . a fa
n > 2 esetén a rekurziv Osszefliggés q,,, = ﬁ alakba irhat6.
aﬂ - aﬂ -

Ez felirhato

alakba, ahonnan egyrészt

a a, —1
_ n+l n
a, =2-—— ———

masrészt

— 2 an+1 _ n

! an+1 - 1 a’n - 1 ‘
Ezeket az Osszefiiggéseket felirjuk n =2, n=3, n=4, ...stb. érté-
kekre, majd az els6 esetben Osszeszorozzuk, misodik esetben, szorozva

rendre a 2, 2°, 2°, stb. tényez6kkel, sszeadjuk, és mindkét esetben

: . 2a, ¢ <
figyelembe vessziik azt, hogy a, = % T Igy egyrészt az
a, —
a, - ay - ay-...-aq, =2" k!
a’n+1 -1

£ i 2 n—1 __on a’n+1
masrészt az a, +2a, +2°a; +...+2" a, =2 —

o  —

n+1
Osszefiiggéseket kapjuk.
Tehdt a, +2a, +2°a; +...+2"'a, = a,-a,-...-a,, bdrmely n >1 esetén.
Vizsgaljuk most a sorozat konvergencidjat és hatdrozzuk meg a hatar-
értékét.
2
———"——>0, ha n>2,
a, —2a, +2
2

o Cll IS
a, —2a, +2
ha n > 2, vagyis a sorozat feliilrdl is korlatos. Tehat a sorozat korl4tos.

2(a, — 1)
a’ —2a, +2
tagjatdl kezdve minden tagja nagyobb mint 1, vagy minden tagja kisebb
mint 1 (a, =1 és a, =1,ha n>2).

. .. . 2 s a
A rekurziv 0Osszefliggés alapjan o, , =

vagyis a sorozat alulrdl korldtos. Mdsrészt a, , —2 =

Tovéabba q,,, —1= , ha n>2, vagyis a sorozat harmadik
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2. NAP MEGOLDASOK

_aﬂ (aﬂ - 1) (aﬂ - 2)
a;‘; —2a, +2
a sorozat monotonitasara.

Végill a,,, —a, = , n > 2, alapjan kovetkeztethetiink

a

Ha ¢, =a <0, akkor a, = >0 és a, <1, tehdt o, <1, barmely

a—
n > 2 esetén. A sorozat korldtos és a masodik tagtdl kezdve szigordan
csokkend, tehat konvergens.

Ha o, =a €(0,2), akkor a2:L2<0, de 0<a, <1 ésigy a, <1,
a—

barmely n >2 esetén. A sorozat korldtos és a harmadik tagtdl kezdve
szigordan csokkend, tehat konvergens.

Ha a =a>2, akkor a2=L2>1, de 1<a;<2 és igy a, >1,
a—

barmely n >2 esetén. A sorozat korldtos és a harmadik tagt6l kezdve

szigordan novekvo, tehdt konvergens.

Ha 2z a sorozat hatarértéke, akkor a rekurziv 0Osszefiiggésben
2

hatarértékre térve kapjuk az z = egyenletet, ami ekvivalens

2’ -2z +2
az * — 32" + 2z = 0 egyenlettel. A megolddsok 0, 1 és 2. Figyelembe

véve a sorozat monotonitdsat, kapjuk, hogy a sorozat hatarértéke csak 0

0, ha a<?2
vagy 2 lehet. Tehdt lima, =

n—00

2, ha a>2’

A sorozat altaldnos tagjdnak a meghatdrozdsdra a megadott rekurziv
Osszefiiggés mindkét oldaldnak vessziik a reciprokat:

1 2 2
a,

n+1 a n

a

a=0 és a=2 esetén szorzunk 2-vel és teljes négyzetet alakitunk ki:

2 2 Y
_1:[__1].
Q, Q,

n+1 n

9 -1
Az elbbi dsszefiiggés alapjan kovetkezik, hogy = —1 = [3 - 1] és fgy
Qa,

n 1




MEGOLDASOK 2. NAP

XII. osztaly

1. Ha rendezziik a bizonyitand6 egyenldséget, akkor az
[FN) =g A) + 9 (M) +5] =0

egyenldséghez jutunk. Lathatjuk, hogy ez pontosan akkor teljesiil, ha
létezik, olyan A € [0,1], amelyre f(\) = g(A).

Jeloljiik a fenti infimumok ko6zos értékét m-el. A Weierstrass tétel
alapjan léteznek o, €[0,1] ugy, hogy f(a)=g(8)=m. Legyen a
tovdbbiakban 4 :[0,1] — R, h(z)= f(z)—g(z). Lathaté, hogy a h
fliggvény folytonos az értelmezési tartomdnydn. A fentiek alapjan,
h(a)=m—g(a) <0 (mert a ¢ infimuma m), hasonléan
h(B)= f(B)—m >0. Ha a =, akkor megtaldltuk a keresett értéket,
ellenkezd esetben az 4ltaldnossag lesziikitése nélkiil feltehetjiik, hogy
a < 3. Ekkor a fentiek alapjan létezik X €[0,1] dgy, hogy h(\) =0,

vagyis f(A) =g(}).

2. Els6 1épésben vegyiik észre, hogy az adott egyenlOségbe z helyére
f(z) helyettesithetd és az kovetkezik, hogy

F(f(f(@)F(f(z)) =1, Va € (1,400).

Ezt egybevetve az a) egyenldséggel azt kapjuk, hogy

F(f(f(z))) = F(z), Vo € (1,+00).
Mivel F'(z)= f(z)>0, Vz € (1,+00), kdvetkezik, hogy F injektiv és
igy az el6bbi Osszefiiggés alapjan

f(fx) ==z, Vz € (l,+0).
Masodik 1épésben derivéljuk az adott egyenldség mindkét oldalat:
f(f@)f (@)F(2) + f(@)F(f(2) =0, Yz € (1,+00),

tehat
af'(z)F(z) + {7‘((11)) =0, Vz e (l,+00),
ami azzal ekvivalens, hogy
2 (@) + 28— 0, va e (1,+00)
Fi(a) o
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2. NAP MEGOLDASOK

Ezt integrilva kovetkezik, hogy

zf(z) — F(x) _%:E)Jrc’ Ve (l,400).

Mivel f(~2)=+/2, az a) feltétel alapjdn F(v/2) =1 és igy az el6zd
egyenldségben ¢ = 0, tehat

f(—x)lzl, Ve (l,+00).
Ha ezt integréljuk, akkor a In \/m = Inz + ¢, Osszefiiggést kapjuk,

tehdt F(v2) =1 alapjan F(z)=~/z" —1 és f(z) = ——
NVt =1

3. Az adott egyenl8ség alapjan det X* = (det X)* = 49,
tehat det X € {-7,7}.

, Vo € (1,40).

a b
Ha X_[c p € M,(C), akkor X* —(a +d)X +det X - I, = 0, , tehat
3 5 (7 0) (10 —5
e+ dX =1 o1+l 7|75 5]

ha det X =7 és
3 —5) (7 0] (-4 —5
(a+dX =1 o171y 7|75 1]

ha detX =-7. Az els6 esetben (a+d)’ =25 a maésodikban

2 -1 -2 1
(a+d) =—-3, tehdat az egyenlet megoldédsai [1 ], [ ],

3 -1 -3
-4 =5 -4 -5
l? 51 és —z‘? 51 Ezeknek az 0sszege 0, . Masrészt
_5 1003
A2007 + B2007 + 02007 + D2007 — [5 < (A + B + C T D) _ 02 ‘
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MEGOLDASOK 2. NAP

4. A * mivelet értelmezése alapjan lathat6, hogy

(zxy) —a=(2"—a)(y" —a),
tehat az f, :G(a,a) > R, f (z)=2"—a fliggvény mivelettarto.
Imf , =(0,00), tehdt az f ) :(0,00) — G(a,) fiiggvény bijektiv és
miivelettarté a ((0,00),-) és (G (a,c),x) struktirdk kozt. Mivel az elsd
Abel-csoport, a mésodik is az és izomorfak. Ez alapjan (G (a,a),x) és

(G (b,8),*) kozti izomorfizmus f, o f ;.
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KIMARADT CSEMEGEK

Mi lett volna, ha ezt adjuk???
(Kimaradt csemegék)

IX. osztaly
1. Igazoljuk, hogy

; ; ; 2
min( max (mz +yzy’ o, g;y)) =3

zy+yz+zr=1
Mi torténik ha a minimum €s a maximum sorrendjét megcseréljiik?
Andrds Szildrd, Kolozsvdr

2. Hatdrozzuk meg az (z,) _ valés szdmsorozatot, ha

n>1
x, + 1, +x,., =n"+nk+k, minden n,k € N esetén!
Kacso Ferenc, Marosvdsdrhely
3. Az z,y,2 > 0 valds szdmokra zyz = 1. Hatarozzuk meg az
2z + y) 2y + z)° 2z + )
zty)  @Qyta) )
T Y z

kifejezés legkisebb értékét!

=

Kacso Ferenc, Marosvdsdrhely

4. Tetszbleges pozitiv egész m-re legyen s(m) az m szdmjegyeinek
Osszege. Hatdrozzuk meg az Osszes n pozitiv egész szamot, amelynek
egyetlen szdmjegye sem nulla és teljesiti az

s(nz) — Qsm)
Osszefiiggést.
Dobribdn Edgdr, Kolozsvdr
5. Ha 2, ,,...,z, € (0, 00), bizonyitsuk be, hogy:
n-z+n-1-2,+.+2-2,_, +z, +
1 1 1 . 3
+—+ ot >t
T, T T, Ty Ty et T 2

Mikor kapunk egyenldséget? |

Longdver Lajos, Nagybdnya
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KIMARADT CSEMEGEK

X. osztaly
41—z -1
|z 4+ 1 +]z =1
Im 2| <lz—al <zl .

1.Legyen 2 € C és a . Bizonyitsuk be, hogy:

Longdver Lajos, Nagybdnya

2. Az f:N — N novekvd fiiggvény a kovetkezd tulajdonsdgokkal
alapjan értelmezziik:

a) f1)=1;

b) [f@=/B)=f4)=f6)=2 é  [f(6)=fT)=[08)=
=f9)=3;

c) a kovetkezé harom érték (4,5,6) mindegyikét a fiiggvény
pontosan 9 pontban veszi fel (tehéat f(k) =4,ha 10 <k <18, f(k)=5,
ha 19 <k <27 és f(k)=6,ha 28 <k <36);

d) az elébbi 1épést ismételjiikk, vagyis a kovetkezé 4 érték
mindegyikét 4’ =16 -szor veszi fel, az utdna kovetkezé 5 érték
mindegyikét 25-szor és altaldban, ha mar a (k—1)-edik tombot
megszerkesztettiik, akkor a kovetkezdé k érték mindegyikét pontosan
k* -szer veszi fel.

Igazoljuk, hogy tetszdleges » € N esetén

fz) = T n(n +1)

+ ,
NN
4 2

(n+1y 2
vagyis [y] = k akkor és csakis akkor,ha k-1 <y <k.
Andrds Szildrd, Kolozsvdr

ahol n = és [y] az y valds szdm felsd egészrésze,

3. Az ABCD hurnégyszogben a szemben fekvd élparok nem
parhuzamosak, O az atlok metszéspontja, E az [AB] oldal felez6pontja

és OF L CD . lgazoljuk, hogy AC L BD.
Tamdsi Csaba, Csikszereda

4. Legyen V egy n oldald konvex négyszog.
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KIMARADT CSEMEGEK

a) Feltételezziik, hogy n oszthaté 3-mal. Bizonyitsuk be, hogy
V triangularizdlhaté dgy, hogy a V 0Osszes cstcsa pdratlan szamu
haromszogben szerepeljen.

b) Ha n nem oszthatd 3-mal akkor létezik olyan
triangularizdlds, amelyben pontosan két csics szerepel pdros szdmu
haromszogben.

(Megjegyzés. Triangularizdlds azt jelenti, hogy V -t az atl6i mentén
haromszogekre vagjuk szét.)

5. Igazoljuk, hogy ha n egy 3-ndl nagyobb vagy egyenld paratlan
szdm, akkor nem léteznek olyan =z,...,z, természetes szdmok,

n

amelyekre az xf +z, +2z7, - xf +z, +2z3, 01, , s

n
z. + 1z, + 27,3, -7, szdmok mind primek.
Demeter Albert, Kolozsvdr

XI. osztaly

1. Legyen (a,) _, egy pozitiv tagokbdl 4116 sorozat, amelynek tagjaira

nzl’
a, =0 és

1 1 1 .
— + +..+——— Vn e N* esetén.

a’l + a? a‘l + aiS an + a’n,+1

Szamitsuk ki a lim vn - (a,., —a, ) hatdrértéket!

n—00

a’nﬁ»l

n+1

Longdver Lajos, Nagybdnya

2. Az ABCD paralelogrammdban AB=mn-a, AD=2-a ¢&s
m(B/AT)) =60°. Az XYZT egyenldszari trapézban

XY =YZ=7ZX =a és XT =2-a.Hany kiilonb6zd mddon fedhetd le
az ABCD parallelogramma az XYZT -vel kongruens trapézokkal
(lefodés alatt azt értjik, hogy a trapézok teljesen lefodik a
paralelogrammat anélkiil, hogy koztik 4atfedés lenne vagy a
paralelogrammaén kiviili tartomdnnyal k6z0s pontjuk lenne)?

Andras Szildrd, Kolozsvdr

hatarértéket!

2 n
3. Szamitsuk ki a lim |—2— + —2 4 ... 42
o R S 1+3

Kovdcs Béla, Szatmdrnémeti

9"
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KIMARADT CSEMEGEK

4. Az z, = (a),...,al) természetes szamokbdl all6 szamsor legkisebb

n

elemét kicseréljiik a tobbiek szdmtani kozepének egész részével (a

tobbit véltozatlanul hagyjuk), igy az z, = (a/,...,a’) szdmsort kapjuk.

eyl
Ezen eljarast folytatva megszerkesztjik az =, = (a],...,a.), i>2
szdmsorokat. Jelolje s, az z, elemeinek Osszegét. Igazoljuk, hogy
létezik olyan k € N, amelyre s, =s,,, = s,,, =
Demeter Albert, Koloszvdr
5. Adottak A B,Ce M,(R) é neNmn>2. Szamitsuk ki
Tr((AB — BA)’)-et,  ha CA=AC vagy CB = BC és
n(AB +2BA) + C = (3n —1)BA (Tr(A) a f64tlon levo elemek Osszege).
Farkas Csaba, Székelykeresztiir

XII. osztaly
1. Az f:R — R folytonos fiiggvény az n € N szdm esetén teljesiti az

f@+ f(nf@)= z Osszefiiggést minden z € R esetén.
Igazoljuk, hogy: a)nf szigordan monoton;
b) f(0)=0;
<) f(1)+f(2)+...+f<n)<nT+1.
Kacso Ferenc, Marosvdsdrhely

2. Az a,b,¢c,d € R valés szamok teljesitik a kovetkezo feltételeket:

a b c d
a) + =0;
2007 2006 2005 2004
b) v* < 3ac.

Igazoljuk, hogy a(a +b+c+d)>0.
Szdsz Robert, Marosvdsdrhely

3. Hatarozzuk meg azokat a folytonos fiiggvényeket, amelyek teljesitik

a kovetkezo feltételt: f(2*) = f (I)Z; , Vo € R esetén.
T —x+1

Szdsz Robert, Marosvdsdrhely
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4. a) Létezik-e n >3 természetes szdm amelyre a (Z,,-) monoidnak

paratlan szdmu egysége legyen.
b) Szdmitsdkia (Z,,-), n > 3 monoid egységeinek a (Z ,, +) -beli Osszegét.
Longdver Lajos, Nagybdnya

5. Az ABCDEF szabdlyos hatszog oldalainak hossza n egység. Hany
kiilonb6z6 modon lehet lefodni egységnyi  oldalhosszisdgi
rombuszokkal, amelyekben a szogek mértéke 60° illetve 120° (a
rombuszoknak hdrom lehetséges dlldsa 1étezik aszerint, hogy az oldalaik
a hatszog melyik két szomszédos oldaldval pirhuzamosak).

Andrds Szildrd, Kolozsvdr
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A RESZTVEVO DIAKOK NEVSORA

A résztvevo diakok névsora

Ady Endre Elméleti Gimnazium, Nagyvarad

Lérincz Andrés 12 Nagy Aliz
Apaczai Csere Janos Liceum, Kolozsvar
Takacs Emese 9
) Aprily Lajos Fégimnazium
Borbath Aron 10 Sipos Erwin
Borbath Tamds 10 Szdsz Zsigmond
Jakab Szilard 9 Székely Timea
Nagy Ferenc Zsolt 9 Todor Nits Tamara
Baréti Szabé David Kozépiskola— Barét
Akécsos Tibor 10 Komporély Laura
Bedd Zsolt-Zoltan 12 Kovécs Géza-Tamads

Bartok Béla Liceum — Temesvar

Nemes Kinga 9 T6th Miklés
Ordog Dorottya 11
Bathory Istvan Elméleti Liceum — Kolozsvar
Andrés Lérand 12 Kall6 Jankucz Anna
Bene Lorant 12 Kovécs Zoltan
Brudasca Rendta 9 Simon Vivien
Dobriban Edgér 11 Szenkovits Annamdria
Furdek Balint 9 Tarkanyi I1diké
Guttmann Emese 12 Visky Mdria
Bolyai Farkas Liceum — Marosvasarhely
Bajnéczi Tamdés 10 Mészaros Alpar
Bakos Katinka 10 Patka Csongor
Kantor Lajos 11 Simonfi Istvan
Kardos Andor 10 Terkal Rébert
Karoly Réka 10 Torok Tamas
Konnerth Raimund 9 Toth Helga
Mithé Botond 12 Zajzon Barna
Mithé Koppény 12
Csiky Gergely Liceum — Arad
Boros Zoltan 9 Czobor Addm
Bugyi Noémi 11 Hadnagy Kinga
Czeglédi Eva 10 Széke Andrea
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A RESZTVEVO DIAKOK NEVSORA

Kolcsey Ferenc Fégimnaziumn — Szatmarnémeti

Barabdas Szabolcs 11 Maksay Dorottya 10
Baumgértner Ménika 11 Nikora Narcisz 10
Bodor Zoltan 9 Polcz Péter 9
Ferencz Endre 11 Simon Erika 9
Ilonczai Zsolt 10 Suba Néndor 11
Kis Alpar 11
Leowey Klara Liceum — Maramarossziget
Melega Rolf 10 Padrah Istvan 10
Mirton Aron Gimnazium — Csikszereda

Antal Agota 12 Hodgyai Zoltan 10
Ban Orsolya 11 Illyés Agota 10
Bed6 Anita 9 Janos Csongor 9
Bodé Emdke 9 Kolcza Tiinde 9
Burus Akos 10 Kovacs Hunor 12
Buslig Szabolcs 9 Lukécs Istvan-Paul 9
Csutak Katalin 10 Nagy Timea 10
Dénes Péter 12 Rangydk Eszter 10
Dorner Boglarka 11 Siikdsd Endre 12
Fecske Nandor 11 SzOke Katalin 9
Ferencz-Hanke Réka 9 Varga Bernadette 12
Fiilop Annaméria 9

Mikes Kelemen Gimnazium- Sepsiszentgyorgy
Szorcsey Agnes 10

Nagy Mozes Elméleti Liceum — Kézdivasarhely
Bartha Zalan 12 Szab6 Agnes 9
Kész Borbéla 12 Szabé Tibor Botond 10
Kovics Béla 11 Sz6cs Csongor 9
Lestyan Erika 10 Zbolde Attila 12

Nagyszalontai Elméleti Liceum — Nagyszalonta
Barta Levente 12

Németh Laszlé Liceum— Nagybanya

Kovics Emese 9 Viarady Emese 9
Kovécs Tiinde 11

0.Goga Elméleti Liceum — Margitta
Gyorfi Tamas 12
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A RESZTVEVO DIAKOK NEVSORA

Orban Balazs Gimnazium - Székelykeresztir

Bir6 Lehel
Elekes Istvan
Farkas Agnes
Fazakas Maria

11
12

9
10

Gy0ri Szabolcs
Hevele Istvan
Matyas Helga
Sandor Bulcsu

Salamon Erné Gimnazium - Gyergyészentmiklés

Bir6é Csongor
Erdss Lorand
Gyorgy Levente
Kecseti Hunor

11
11
9
9

Kolcsar Arpad
Kolcsar Kalman Imre
Kovacs Zsolt Péter

Székely Miké Kollégium — Sepsiszentgyorgy

Farkas Dalma

Fekete Balazs

Kakas Kincso

Kertész Lorand Tamas
Kilyén Attila Ors
Kisfaludi Bak Zoltan
Kisfaludi Bak Zsombor
Kiss Lérand

12
12

9
11
10
11
10
10

Koll6 Agnes

Réti Zenk6 Zsuzsanna
Rill Rébert Adrian

Sasu Rébert

Simon Levente
Szenkovits Agnes Eniké
Szerzo Péter

Tofalvi Lehel

Tamési Aron Gimnazium — Székelyudvarhely

Barabas Andras
Bir6 Emese

Bir6 Zsolt

David Tamas
Gencsi Marta
Horobet Emil
Ilyés Beatrix
Katona Hajna
Keresztély Enikd

11
10
10
11

9
12

9
10
10

Lorinczi Tiinde
Madar Istvan
Nagy Katalin
Pal Levente
Sandor Izabella
Tamas Lehel
Tanko Istvan
Zsombori Attila

12

10
11

11
10
10

11
11
11

10
11
10
11

12

11

11
12
11
11



A RESZTVEVO TANAROK NEVSORA

Résztvevo tanarok névsora

Vass Csilla
David Géza
Kovics Lajos
Kovécs Béla
Longaver Lajos
Takécs Attila
Kulcsar Ilona
Sebestyén J6zsef
Bir6 Judit

Bir6 Béla
Csurulya Edit
Gaspar Mdria
Egyed Géza
Hathdzi Annamdria
Jakab Aliz
Szilagyi Jutka
Péter Andras
Nemes Andras
Bir6 Zoltin
Szilagyi Ferenc
Kacsé Ferenc
Gyorgy Gabriella
Stan Agota
Nagy Ors
Vandra Mdria

Bar6ti Szabé Dédvid Kozépiskola
Tamdsi Aron Gimnazium
Tamdsi Aron Gimnazium
Kolesey Ferenc Fégimndziumn
Németh Laszl6 Liceum

Leowey Klara Liceum

Orbén Baldzs Gimndzium
Orban Baldzs Gimndzium
Székely Miké Kollégium
Székely Mik6 Kollégium
Székely Miké Kollégium

Nagy Mo6zes Elméleti Liceum
Nagy Mézes Elméleti Liceum
Béthory Istvan Elméleti Liceum
Apéczai Csere Janos Liceum
Bathory Istvan Elméleti Liceum
Csiky Gergely Liceum

Bartok Béla Liceum

Salamon Erné Gimnédzium
Salamon Erné Gimndzium
Bolyai Farkas Liceum

Bolyai Farkas Liceum

Bolyai Farkas Liceum
Babes-Bolyai Tudomédnyegyetem
Aprily Lajos Fégimnazium
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DIJAZOTTAK

9. osztaly

Brudagsca Rendta
Kovdcs Zoltdn
Bodor Zoltdn
Hevele Istvdan
Polcz Péter
Szoke Katalin
Gencsi Mdrta
Furdek Bdlint
Sasu Robert
Buslig Szabolcs
Nemes Kinga
Szabo Agnes
Bedd Anita
Fiilop Annamdria
Hadnagy Kinga
Janos Csongor
Pél Levente
Viérady Emese
Zajzon Barna

Konnerth Raimund

Dijazottak
10. osztaly

L. dij Szerzo Péter
1I. dij Bir6 Emese
111 dij Nagy Timea
dicséret Bajnoczi Tamds
dicséret Kisfaludi Bak Zsombor
dicséret Illyés Agota
dicséret Simon Levente
dicséret Kilyén Attila Ors
dicséret Visky Mdria
dicséret Szdsz Zsigmond
dicséret Biré Zsolt
dicséret Hodgyai Zoltdn
dicséret Tdrkdnyi Ildiko
dicséret Bakos Katinka
dicséret Csutak Katalin
dicséret Maksay Dorottya
dicséret Rangydk Eszter
dicséret Kovécs Zsolt Péter
dicséret T6th Miklés
dicséret Burus Akos

L dij

II. dij
1I. dij
11 dij
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret

dicséret



DIJAZOTTAK

11. osztaly

Dobribdn Edgdr

Biré Csongor

Fecske Nandor

Biro Lehel

Ferencz Endre

Kdntor Lajos

Kertész Lordnd Tamds
Kis Alpdr

Tofalvi Lehel

Sdndor Izabella
Kolcsdr Arpdd Zoltdn
Szenkovits Agnes Eniké
Zsombori Attila

Terkdl Robert
Szenkovits Annamdria
Kisfaludi Bak Zoltdn
Sdndor Bulcsii

Bén Orsolya

Kallé Jankucz Anna
Kovics Tiinde

Nagy Katalin

L dij

1I. dij
11 dij
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret

dicséret

12. osztaly

Lorincz Andrds
Nagy Aliz

Gyorfi Tamds
Guttmann Emese
Mdthé Koppdny
Meészdros Alpdr
Fekete Baldzs
Horobet Emil
Simon Vivien
Siikosd Endre
Tamds Lehel
Dénes Péter
Bartha Zaldn
Kész Borbdla
Bedo Zsolt-Zoltdn

L dij

L. dij

11. dij
111 dij
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret
dicséret

dicséret

Kiss Elemér dij: Dobribdn Edgdr, X1. osztily — a versenyen elért legmagasabb

pontszamért

Simplex dij: Dobribdn Edgdr, X1. osztily — eredeti megoldédsaiért
Kilondijak: Pdl Levente, Ferencz-Hanke Réka, IX.osztdly és Nagy Aliz, XII. osztély.

A dolt bettivel kiemelt versenyzok tovabbjutottak a XVI. Nemzetkozi Magyar Matematikaversenyre
A kiosztott dfjak értéke: . dij —400 lej, IL. dij — 300 lej, ITL. dij — 200 lej, Kiss Elemér dij — 500 lej, Simplex dij — 500 lej,



A VERSENY TAMOGATOI

CSIKSZEREDA POLGARMESTERI HIVATALA
APACZAI CSERE JANOS PEDAGOGUSOK HAZA
HARGITA MEGYEI TANFELGYELOSEG

ALZO VENDEGLO KONTUR KFT.
B&B TRANSINVEST KFT. KONZOL KFT. M-CIUC
BAU-MIL KFT. KRAITEN RT.
BENIGNITAS EGYESULET LEMECO RT.
COMPUTER TRADE KFT. MADEZIT KFT.
CORVINA KONYVESHAZ MI&KO KFT.
CSILLAG KFT. NET-COMP KFT.
FOLEMCOM SOMLYO PROMPT KFT.
GERCON KFT. PRO-PRINT KIADO
HARBAU KFT. SIMPLEX EGYESULET
HARGITA GYONGYE RT. SKY DISTRIBUTION KFT.
HARMAT ALAPITVANY STATUS KIADO
HARMOPAN RT SYRINX KFT.
HERA CON-STRUCT TIPOGRAPHIC NYOMDA
LF.P.T.R. ALAPITVANY TOPO SERVICE RT.
IRIS SERVICE SRL 7Z&Z PIRO KFT.
MAGANSZEMELYEK
DAVID ZOLTAN
PORACZKY CSABA
IMETS LASZLO
BAKA KATALIN
EGYED JANOS
IFJ. INCZE ZOLTAN
FODOR MARTA

SOGOR CSABA
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A kiadvany megjelenését a TITPOGRAPHIC kft. és a KONTUR kft. tamogatta




