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EGYSZERU, NEM IRANYITOTT (IRANYITATLAN) GRAF

Adott a G = (V, E) gréf ahol a V a csomopontok, E az élek halmaza
E={(x,y) | X,y €V, x =Yy (nincs hurokel) és (x, y) = (y, X))
Jelolések: |V|=n (a csomopontok szama n), |E| = m (az élek szama m)
Csomédpont fokszama: d(x) — az x csomdponthoz illeszked6 élek szama
Az 6sszes csomopont fokszamanak dsszege = 2m (az élek szaméanak kétszerese)
Ha egy grafra adottak a csomopontok fokszdmai (n pont és m darab €l), akkor

— minden fokszam kisebb kell legyen, mint n

— afokszdmok 6sszege paros kell legyen

— afokszamok dsszege = 2m

Grafok megadasanak lehetdségei

1.) Halmazokkal: Adotta G = (V, E) gréf, ahol V = {1, 2, 3,4, 5,6, 7} E={(1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 4), (5, 6)}
2.) Grafikus reprezentacio (sokféle médon felrajzolhat6): a csomdpont egy kor, az él pedig egy vonal
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3.) Szomszédossagi matrix: nxn-es négyzetes matrix, melyben csak 0 és 1 van 112[(3/4/|5[6]7
)1 ha létezik (i, j) € E él 1(0/1/1|{0|0|0|0O
%= 0 kulonben 211]0)1]1]0/0]0
— mivel az egyszerii grafban nincs hurokél = a f64tlon csak 0 van i 3 1 8 8 8 8 8
— mivel (i, j) él ugyanaz mint a (j, i) él = a méatrix szimmetrikus a
v . 5/0/0|/0|0|0|1]0
foatlora nézve

. " , 6/0/{0|0|0|2|0|0
— amatrixban szerepld egyesek szdma 2m ZTolololtoltololo

— adott sorban vagy oszlopban szerepl6 egyesek darabszama egyenl az

adott csomopont fokszamaval
Pont  Szomszédok
2,3
3,4
2

4.) Szomszédossagi lista: minden pont esetén felsoroljuk a vele szomszédos
csomopontokat

Izolalt pont, elszigetelt pont: olyan pont, melynek nincs szomszédja, ennek a
pontnak a fokszama 0 (a példaban ilyen a 7)
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Terminalis pont: csak egy szomszédja van (a példaban 4, 5, 6)

Részgraf: két médon képezhet6
— az eredeti grafbol elhagyunk éleket (graf partial) — néha csak részgrafnak mondjak
— az eredeti grafbdl elhagyunk csomépontokat a hozzajuk tartozé élekkel egyutt (subgraf) — néha
algrafnak nevezik

FELADATOK:
1.) Hany részgréfja (parcialis gréafja) van annak a nem irdnyitott grafnak, melynek n csomépontja és m éle van?
Co+CL+CZ+Cl+..+CM 4CM=2"

(eldszor megmarad minden €1, utana kitorliink egyet, utana kett6t, utdna harmat, ...)
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2.) Hany darab n csomopontot tartalmazo nem iranyitott graf képezhet6? Két grafot akkor tekintiink
n-(n-1)

kiilonbozonek, ha a szomszédossagi matrixaik kiilonboznek. 2 2
A szomszédossagi matrixban n? elem van, a f84tl6 csupa nulla és szimmetrikus a f6atlora nézve (vagyis csak a

., n-(n-1 . , -
foatlo feletti rész kitoltésével kell foglalkozni), tehat % poziciora lehet 0 vagy 1 szdmot irni.

n-(n-1)
A lehetoségek szama tehat 2 2

3.) Hany kiilonb6z6 n csomdpontot tartalmaz6 nem iranyitott grafban van él 1 és 2 koz6tt? Két grafot akkor

tekintiink kiilonb6z6nek, ha a szomszédossagi matrixaik kiilonbdznek.
n(n-1)

A fenti esetek felében nincs él az 1 és 2 csomopontok kozott, tehat a megoldas 2 2

Teljes graf: a graf barmely két pontja dssze van kotve egymassal (barmely két pontja szomszédos). Ennek a
grafnak van a legtobb éle.

Ks Ks Ks

G'G (1)
@
oo | P

Tulajdonségai ha a teljes grafnak n pontja van:
— minden pont fokszama n-1

—az élek szama M

Egy graf komplementer (kiegészité) grafja: ugyanannyi pontbdl all, mint az eredeti graf, és az eredetivel
nincs egyetlen kozos €le sem, a kettd egyesitése pedig megadja a teljes grafot (a komplementer grafban azok a
pontok szomszédosak, melyek az eredetiben nem voltak azok)

G=(V,E) G =V, E)
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ENE’=g é& GnG =K,,hal|V|=n

Ut a grafban (lanc): olyan xg, Xy, ..., Xk pontsorozat, melyre igaz hogy barmely két, az Gtban szomszédos pont
esetén létezik koztuk él a grafban

Elemi utvonal: olyan Gtvonal, melyben a pontok és élek nem ismétlédnek

KOor: olyan ut, melyben a kezd6 és végpont megegyezik és legalabb harom pontbdl all

Hamilton ut: olyan utvonal, mely tartalmazza a graf 6sszes pontjat egyszer és csak egyszer
Hamilton kor: olyan Hamilton ut, melynek kezdé és végpontja megegyezik
Hamilton graf: olyan gréf, mely tartalmaz egy Hamilton kort

Euler vonal: olyan Gtvonal, mely tartalmazza a graf 6sszes élét egyszer és csak egyszer
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Euler kor: olyan euler vonal, melynek kezd6 és végpontja megegyezik
Euler graf: olyan graf, mely tartalmaz egy euler kort
TETEL: egy graf Euler graf akkor és csak akkor ha 9sszefiiggd ¢s minden pont fokszama paros.

Nem Hamilton és nem Euler graf | Hamilton, de nem Euler graf
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Euler, de nem Hamilton graf Hamilton és Euler graf
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Osszefiiggo (konex) graf: barmely két pontja kozott létezik Gt

Osszefiiggé komponensek: amennyiben egy graf nem &sszefliggd, akkor dsszefiiggd komponensekbdl all. Egy
izol&lt pont is egy Osszefiiggé komponenst alkot.
A kovetkezd graf nem 6sszefiiggd, de harom konex komponensbdl 4ll

I. komponens elemei: 1, 2, 3, 4
I1. komponens elemei: 5, 6
@ I11. komponens elemei: 7

Amennyiben egy grafnak p darab konex komponense van, akkor p-1 darab Uj él segitségével a graf is
Osszefiiggdve valik (a komponenseket 6sszekotjiik egymassal)

FA
Egy specilis graf, mely rendelkezik a kdvetkezo tulajdonsagokkal
- Osszefiiggd
- kormentes

- npont esetén n-1 éle van
- barmely két pontja esetén létezik egy és csak egy utvonal, mely 6sszekoti a két pontot
- egy n pontos faban egy csomopont fokszama legtébb n-1 lehet
Tulajdonsagok:
— ha hozzéadunk egy Uj élt = keletkezik egy kor
— ha kitorliink belble egy élt = két 6sszefiiggé komponensre esik szét

A fa abrazolasara hasznalhatjuk barmelyik abrazolasi mddot, melyet a nem iranyitott grafokra adtak meg, de
letezik egy Uj abrazolasi mad (a szomszedossagi matrixban tal sok a nulla, tul sok felesleges informéciot
tarolunk benne).
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Sziild-vektoros dbrézolés: (vektor és nem maétrix) kituntetlink egy csomopontot a fabol, ez lesz a fa gyokere.
Minden pont esetén feltiintetjuk a kozvetlen st (sziil6t) akitdl szarmazik. A gydkérnek nincs sziil6je, tehat ide 0
kerll. Azok a pontok, melyeknek nincs kozvetlen utoduk a levelek.

e e 1234567
G T=(2,44047,5)
0 Gyoker: 4
Levelek: 1, 3, 6 (nem szerepelnek a sziilovektorban)

e o a (T =tata)

A sziil3-vektoros abrazolas esetén:

— mindig csak egy gyokér lehet

—nem lehetnek kereszthivatkozasok (2 sziil6je 5 és 5 sziil6je 2)
A gyokeres fakat szintekbe lehet szervezni. A gyokér csomopont a 0-ik szinten van. A gyokértdl a legtavolabbi
levélig vezet6 ut hossza (éleinek szama) a fa magassaga.

A példaban a fanak 4 szintje van és a fa magassaga

0. szint (szintszam — 1) 3.
A gyokertol a legtavolabbi levélig vezeto ut. 4,5, 7, 6
1 szint A leghosszabb at: 6, 7,5, 4, 2,1
' A leghosszabb ut hossza: 5
Levelek: 1, 3,6
2. szint
3. szint

Binaris fa: specilis fa, melyben minden csomdpontnak maximum két utdda lehet és egy utdd esetében is van
baloldali vagy jobboldali utéd. Példa binaris fara:

---1.szint

-------- 2. szint

--- 3. szint

TETEL: Egy olyan binaris faban, melynek magassaga n-1 legtébb 2"-1 csomépont lehet.
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IRANYITOTT GRAF

G=(V, E). Adottaz e = (x, ¥) € E él, a megadasnal fontos a sorrend (tehat (x, y) = (y, X) )
(Az élek halmaza rendezett szamparokbol all)

— X az ¢l kezd6pontja

—y az el vegpontja

Példa: V ={1,2,3,4,5,6,7}, E ={(1, 2), (1, 3), (3, 2), (3. 4), (4, 6), (5, 6), (6,5), (7, 5), (7, 6)}
Rajz Szomszédossagi matrix Szomszédossagi lista

=S

A szomszedossagi matrix tulajdonsagai:
— amatrix féatloja csupa nulla, mert nincs hurokél
— nem szimmetrikus a foatlora nézve
— amatrixban levl egyesek szama egyenl6 az élek szamaval (m)
Egy csomopont kifoka (kimend élek szama, ahol 6 a kezdépont): d*(X)
(a szomszédossagi matrixban a megfelel6 sorban az egyesek szama)
Egy csomopont befoka (bejovo élek szama, ahol 6 a végpont): d (X)
(a szomszédossagi matrixban a megfelel6 oszlopban az egyesek szama)
Egy csomdpont fokszama (kifok + befok): d(x) = d*(x) + d"(x)
Az n pontbdl all6 iranyitott grafok szama 2"™Y.
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Utmatrix: G = (V, E), |V| = n akkor az Gtmatrixnak n sora és n oszlopa van, 0 és 1 elemeket tartalmaz, az i,
pozicioban akkor van 1 ha Iétezik egy Ut az i pontbdl a j pontba.
Rajz Utmatrix

SaE

FELADAT:

1.) Hany olyan iranyitott n csomopontu gréaf létezik, amely esetén az i és j kiilonb6z6 csomopontok kozott
n-(n-1)

legalabb egy el létezik? 3 2
n csomoépontbdl 2 tetszéleges pontot C2 modon valaszthatunk Ki. Iranyitott graf esetén pedig két pont kozott
haromféle el lehetséges: (i, J) vagy (j, i) vagy (i, j) és (j, i).
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SZOTAR
graf neorientat nem iranyitott graf
graf orientat iranyitott gréaf
nod csomopont
arbore fa
arbore binar binris fa
muchie él
arc iranyitott él
graf partial algraf, részgraf
subgraf algréf, részgraf
graf conex konex, 0sszefliggd graf
drum ut
cerc kor
graf complementar komplementer graf
graf teljes graf

matrice de adiacenta

szomszédossagi matrix

lista de adiacenta

szomszedossagi lista

gradul nodului

csomopont fokszama

grad

fokszam

grad interior

belso fokszdm

grad exterior

kilso fokszam

lant utvonal (nem iranyitott)
lant elementar elemi Gtvonal

drum utvonal (iranyitott)
drum elementar elemi Gtvonal

circuit kor

circuit elementar elemi kor

elemi = nem ismétlddnek benne az élek €s a pontok



